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Introduction 



On 
O 
O 

> 
O 

Soit F un corps local non archimedien de caracteristique nulle. Appelons espace qua- 
\ dratique un couple (V, q) ou V est un espace vectoriel de dimension finie sur F et q 
est une forme bilineaire symetrique et non degeneree sur V. Fixons deux tels espaces 
quadratiques (V, q) et (V, q'). On note d et d! leurs dimensions et G et G' leurs groupes 
speciaux orthogonaux. On suppose d pair et d' impair. On suppose donne un isomor- 
phisme entre le plus grand des espaces et la somme orthogonale du plus petit et d'un 
espace quadratique qui est lui-meme somme orthogonale de plans hyperboliques et d'une 
droite quadratique (D, qu). Le plus petit des deux groupes G, G' est alors un sous-groupe 
du plus grand. On definit un element vq G F x /F x ' 2 en fixant un element non nul Vq G D 
et en posant 

v _ f qD(v ,v )/2, si d > d', 
\Q ! \ -5z)(vo,-Uo)/2, si d < d! . 

^ ■ Soit a, resp. a', une representation admissible et irreductible de G(F), resp. G'(F). 

Gross et Prasad ont defini une multiplicite m(a,a') en [GP2]. Rappelons la definition 
dans deux cas extremes. Supposons d! = d+1. Fixons des espaces E a et E a i dans lesquels 
se realisent les representations a et a'. On note Hom G (a' ,a) l'espace des applications 
lineaires I : E a r — > E a telles que / o a'(g) = a(g) o I pour tout g G G(F). La multiplicite 
m(cr, a') est la dimension de l'espace complexe Homc(a', a). Supposons maintenant d = 
0. Le groupe G est egal a {1} et la representation a disparait. Le groupe G' est deploye. 
Fixons un sous-groupe unipotent maximal U' de G' et un caractere regulier ipjji de U'(F). 
On note Hom^ u , (a', C) l'espace des formes lineaires I sur E a < telles que loa'(u') = ipu'( u ')l 
pour tout v! G U'(F). La multiplicite m(a') est la dimension de l'espace Hom^, (a', C). 
La definition generale est rappelee en 2.1 ci-dessous. D'apres [AGRS] et [GGP] corollaire 
15.2, on a toujours m(<7, a') < 1. 

On se limitera desormais aux representations temperees. Rappelons la classification 
conjecturale de ces representations (conjecture de Langlands, precisee par Deligne et 
Lusztig). Notons Wf le groupe de Weil de F/F, oil F est une cloture algebrique de F 
et W DF = Wf x SL(2,C) le groupe de Weil-Deligne. Notons Sp(d' — 1,C) le groupe 
symplectique d'un espace symplectique complexe de dimension d' — 1. Notons $ temp (G r/ ) 
l'ensemble des classes de conjugaison par Sp(d' — 1,C) d'homomorphismes ip : Wdf —> 
Sp(d' — 1,C) qui verifient quelques proprietes usuelles et qui sont temperes, c'est-a-dire 
que leurs restrictions a W F sont d'images relativement compactes. Considerons un tel 
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if. Poussons-le en un homomorphisme a valeurs dans GL(d' — 1,C). On peut alors le 
decomposer sous la forme 

(1) ip = ® ieI kfi 



ou chaque ipi est un homomorphisme irreductible de Wdf dans un groupe GL(N(tpi), C) 
et li est sa multiplicite. On note py m P le sous-ensemble des % G / tels que N(tpi) est 
pair et, a conjugaison pres, l'image de ipi est contenue dans Sp(N(ipi),C). Notons S v le 
commutant de l'image de ip dans Sp(d' — 1,C) et 5° sa composante neutre.Le groupe 
S v / 'S® est isomorphe a (Z/2Z) Isymp . Notons z v l'image dans ce groupe de l'element central 
-1 G Sp(d' - 1,C). II s'identifie a (k) ieI s ymP G (Z/2Z) Isymp . Posons 



H{G>) = 




si G' est deploye, 
sinon, 



et notons £ G ' (ip) l'ensemble des caracteres e du groupe S^/S® tels que e(z ip ) = fi(G'). 
On conjecture que l'ensemble des classes d'isomorphie de representations admissibles 
irreductibles et temperees de G'(F) est union disjointe de L-paquets H°' (ip) indexes par 
les ip G <&tem P {G'). Pour un tel ip, on conjecture que l'ensemble IT G (ip) est en bijection 
avec S G (<p), on notera e i— > a'(ip,e) cette bijection. Cette parametrisation doit etre 
compatible avec deux types d'endoscopie. D'une part avec l'endoscopie usuelle entre G' 
et ses groupes endoscopiques elliptiques. Ceux-ci sont des produits G' + x G'_ de groupes 
speciaux orthogonaux deployes d'espaces quadratiques de dimensions d' + et d'_ impaires 
et telles que d' + + d'_ = d' + 1. On renvoie a 4.2 pour la description des proprietes 
que doivent verifier les parametrages relativement a ce type d'endoscopie. D'autre part, 
dans le cas ou G' est deploye, on veut une compatibilite avec une endoscopic tordue. 
Usuellement, on considere G' comme un groupe endoscopique du groupe GL{d! — 1) tordu 
par un automorphisme exterieur. Mais G' est aussi un groupe endoscopique du groupe 
GL{d!) tordu et c'est ce cas d'endoscopie que nous utiliserons. Plus precisement, notons 
9 l'automorphisme usuel g i— > *<? 1 de GL(d'). Introduisons le groupe GL(d') xi {1,^} et 
sa composante non neutre GL(d'). Notons 1 la representation triviale de dimension 1 de 
Wdf- Soit <p G $temp(G'), posons <p > = y?©l. La correspondance de Langlands, prouvee 
par Harris- Taylor ([HT]) et Henniart ([H]), associe a </?> une representation admissible 
irreductible 7r(</?>) de GL(d', F). Elle est temperee et autoduale, done se prolonge en une 
representation de GL(d',F) xi {1,^}. On normalise cette extension de fagon adequate 
et on note 7r(y?>) sa restriction a GL(d',F). On definit son caractere Os-( v> ). De meme, 
pour toute representation irreductible a' de G'(F), on note Q a > son caractere. On pose 

On conjecture alors que Q G> (<p) est une distribution stablement invariante sur G'(F) et 
qu'il existe un nombre complexe c G (ip) de module 1 tel que c G (v 5 )0*( v> ) soit le transfert 
endoscopique de G ' (</?). 

Rappelons plus succinctement la parametrisation conjecturale des representations 
temperees de G(F) (on utilise la formulation de [M]). Fixons un "espace quadratique 
complexe" de dimension d, notons 0(d,C) et SO(d,C) son groupe orthogonal, resp. 
special orthogonal. Considerons un homomorphisme ip : Wdf 0(d,C). En composant 
avec le determinant, on obtient un caractere quadratique de Wdf qui est forcement 
trivial sur SX(2, C) et se restreint en un caractere de Wf- Par la theorie du corps de 
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classes, celui-ci determine un element 5(ip) G F x /F x ' 2 . On definit un autre element de ce 
groupe par 5(q) = (—l) d ^ 2 det(q). Notons $temp(G) l'ensemble des classes de conjugaison 
par SO(d, C) d'homomorphismes ip : Wdf 0(d,C) qui sont temperes et tels que 
S(p) = S(q). Considerons un tel p. En le poussant en un homomorphisme a valeurs dans 
GL(d : C), on peut le decomposer sous la forme (1). On note J ori/l le sous-ensemble des 
i G / tels que, a conjugaison pres, l'image de ipi soit contenue dans 0(N(ipi), C). Notons 
S v le commutant de l'image de p> dans SO(d, C) et 5° sa composante neutre.Le groupe 

S^/S® est isomorphe a un sous-groupe de (Z/2Z) 1 . Notons z v V image dans ce groupe 
de l'element central —1 G SO(d, C). II s'identifie a (li) ie is y m P G (Z/2Z) /SJ/mp . Si S(q) = 1, 
on pose 

(r ,s _ J 1, si G est deploye, 
^ ' \ — 1, sinon. 

Si 5{q) 7^ 1, le groupe G est toujours quasi-deploye. Dans ce cas, on fixe G {±1}- 

Notons £ G (<p) l'ensemble des caracteres e du groupe S^/S® tels que e(z v ) = fi(G). 
On conjecture que l'ensemble des classes d'isomorphie de representations admissibles 
irreductibles et temperees de G(F) est union disjointe de L-paquets n G (p>) indexes par 
les ip G <&tem P {G). Pour un tel ip, on conjecture que l'ensemble n G (y9) est en bijection 
avec £ G (p), on notera e i— > a(<p, e) cette bijection. Ces parametrages doivent etre com- 
patibles avec l'endoscopie entre G et ses groupes endoscopiques elliptiques. Ceux-ci sont 
des produits G + x G_ de groupes speciaux orthogonaux quasi-deployes d'espaces quadra- 
tiques de dimensions paires, leurs dimensions et discriminants devant satisfaire certaines 
egalites. D'autre part, dans le cas ou (J>(G) = 1, les parametrages doivent etre compatibles 
avec l'endoscopie entre G et le groupe GL(d) tordu. 

Revenons un instant sur la definition de fJ.(G). Comme on le sait, pour un discriminant 
S fixe, il y a deux classes d'isomorphisme d'espaces quadratiques (V, q) de dimension d 
et de discriminant 5(q) = 5 (du moins si d > 4). Pour 5 = 1, les groupes speciaux 
orthogonaux de ces deux espaces sont differents : l'un est deploye et l'autre n'est pas 
quasi-deploye. Par contre, si 5 ^ I, les deux espaces ont le meme groupe special or- 
thogonal, qui est quasi-deploye. La division traditionnelle entre groupes quasi-deployes 
et groupes non quasi-deployes n'est pas assez fine pour notre propos et le signe n(G) 
s'introduit dans les preuves pour distinguer les deux classes d'espaces quadratiques dont 
G est le groupe special orthogonal. Remarquons que, selon le choix de (J>(G), on obtient 
des parametrages des memes paquets H G (<p>) par des ensembles de caracteres differents. 
La relation entre ces parametrages est facile a expliciter, cf. 4.6 

Pour que les conjectures aient un sens, il faut definir precisement les notions de 
transfert, c'est-a-dire fixer des facteurs de transfert. C'est ce que Ton fait en 1.7 et 1.8. 
D'autre part, notre enonce des conjectures laisse place a des constantes non precisees 
(par exemple la constante c G (<p) ci-dessus). Un resultat preliminaire est que, quitte a 
modifier les parametrages, on peut preciser ces constantes (lemme 4.8). Une fois cela fait, 
les parametrages sont entierement determines pour le groupe G' et le sont presque pour le 
groupe G, le "presque" provenant du probleme delicat de la distinction entre conjugaison 
par le groupe special orthogonal et conjugaison par le groupe orthogonal tout entier, cf. 
ci-dessous. Les parametrages pour le groupe G' sont independants de l'espace (V, q). 
Par contre, ceux pour le groupe G dependent, sinon de l'espace (V',q'), du moins de 
l'element uq G F x /F x ' 2 que Ton a defini ci-dessus. Cela parce que cet element nous sert 
a normaliser les facteurs de transfert. 

Posons encore une definition. Pour deux entiers naturels N et N', avec N' pair, soient 
p : Wdf — > 0(N,C) et p' : Wdf — > Sp(N',C) deux homomorphismes temperes. Par la 
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correspondance de Langlands, on leur associe des representations irreductibles n(ip) de 
GL(N,F) et tiV) de GL(N',F). On pose 

E(<p,<p') = (5(^),-l)?' /2 e(l/2,7r(v9) x n( V ')^ F ). 

Le premier terme est un symbole de Hilbert. Le second est le facteur e de Jacquet, 
Piatetski-Shapiro et Shalika, defini a l'aide d'un caractere ipp de F. II ne depend pas de 
ce caractere et E((p,ip') est un element de {±1}. 

Cela etant, soient (p G $ temp (G') et <// G $ temp (G")- On decompose cp et <// sous la 
forme (1), en ajoutant des ' aux notations concernant ip'. On definit un caractere e' de 
Sf/Sfy = (Z/2Z)( J ')— par 

e'((ei')i'e(/') SHmp ) = II ^> ^i')" 1 '- 

On definit un caractere e de (Z/2Z) /orth , que Ton restreint en un caractere de S^/ S®, 
par 

e((ei) ieI orth) = Yl E {<Pi,<p') ei - 
iei orth 

Dans le cas ou 5(q) = 1, on verifie que G et G" sont simultanement deployes ou non quasi- 
deployes. Autrement dit fi(G) = /i(G"). Dans le cas ou 5(q) ^ 1, on choisit desormais 
n(G) = n(G'). On verifie que 

e{z lf ) = e'(v) = E((p,(p'). 

Si = /i(G"), on a e e S G { V ) et e' e S G \^'). Si = -fi{G'), on a 

e^^ G (v9) et e' <?£ G '(ip'). 

On admet la validite des conjectures ci-dessus. On en utilise la forme precisee par le 
lemme 4.8. On admet aussi certains resultats de la formule des traces locale tordue arm 
d'assurer la validite des resultats de [W3]. Notre resultat principal est le theoreme 4.9(i) 
dont voici l'enonce. 

Theoreme. Soient y? G $ temp (G') et ip' G $ temp (G"). Si E((p,ip') = -/j,(G'), on a 
m(a,a r ) = pour tous a G n G (y?), a' G U G \(p'). Si E((p,(p') = fJ,(G'), on a 

m(a(ip, e),a'(ip',e')) = 1 

et m(a, a') = pour tous a G Tl G ((p), a' G IT 2 " (<//) tels que (a, a') ^ (<j(<p, e), <j'(p>', e')). 

C'est la conjecture 6.9 de [GP2], limitee aux representations temperees. On a admis 
beaucoup de choses. En ce qui concerne la formule des traces locale tordue, on a tout lieu 
de penser qu'elle sera demontree procliainement. Les conjectures de classification sont 
beaucoup plus profondes. Celles concernant le groupe G' sont annoncees par Arthur, du 
moins si G' est deploye. Pour le groupe G, dans le cas ou celui-ci est quasi-deploye, Arthur 
annonce un resultat un peu moins precis, ou on ne distingue pas deux representations 
conjuguees par le groupe orthogonal tout entier. Nous ignorons si la forme plus precise 
enoncee ci-dessus pourra se deduire de son resultat. Mais le theoreme ci-dessus reste 
valable, sous une forme affaiblie, si Ton admet des conjectures affaiblies conformes aux 
annonces d' Arthur ((ii) du theoreme 4.9). 
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Un mot sur la demonstration. Soient tp, if' comme dans l'enonce ci-dessus et soient 
a G n G ((/?), a 1 G H G (<//). Dans [Wl], on a calcule m(a,a') par une formule integrate ou 
interviennent les caracteres de a et a'. En utilisant l'endoscopie ordinaire entre G, G' et 
leurs groupes endoscopiques, on peut exprimer ces caracteres a l'aide de caracteres stables 
(c'est-a-dire les 6 G (<//) ci-dessus), le prix a payer etant que ces caracteres ne vivent pas 
sur les groupes de depart, mais sur leurs groupes endoscopiques (c'est le principe de base 
de l'endoscopie). Par endoscopie tordue, ces caracteres stables s'expriment a l'aide de 
caracteres sur des groupes tordus GL(d' + ), GL(d'_) etc.... On obtient ainsi une expression 
de m(cr, a') en termes de tels caracteres. Dans [W3], on a demontre une formule, parallele 
a celle de [Wl] , qui calcule des facteurs e de paires de representations de groupes lineaires 
en termes du meme genre de caracteres. II s'avere qu'a l'aide de cette formule, on peut 
transformer l'expression obtenue pour m(a, a') en une autre ou les integrates de caracteres 
tordus disparaissent et sont remplacees par des facteurs e de paires. II est alors aise d'en 
deduire le theoreme, puisque celui-ci dit justement que m(cr, a') se calcule a l'aide de tels 
facteurs. 

Je remercie vivement C. Moeglin. Sans ses explications, cet article serait faux. 

1 Parametrages 

1.1 Notations generates 

Soit F un corps local non archimedien de caracteristique nulle. On note |.|^ sa valeur 
absolue usuelle. On fixe une cloture algebrique F de F et un caractere i/jf '■ F — > 
C x , continu et non trivial. On note (a,j3)F le symbole de Hilbert quadratique de deux 
elements a, (3 G F x . Pour toute extension quadratique E de F, on note te/f l'unique 
element non trivial du groupe de Galois Gal(E/F) et sque/f le caractere quadratique 
de F x dont le noyau est le groupe des normes NorrriE/F(E x ). 

Pour tout espace topologique X localement compact et totalement discontinu, on 
note C^°(X) l'espace des fonctions de X dans C qui sont localement constantes et a 
support compact. Considerons un groupe G qui agit sur un ensemble X. Pour un sous- 
ensemble Y de X, on note Norma(Y) le sous-groupe des elements de G qui conservent 
Y et Zq{Y) le sous-groupe des elements de G qui fixent tout point de Y. 

Soit G un groupe reductif defini sur F. Tous les sous-groupes que nous considererons 
seront supposes dermis sur F. On note q l'algebre de Lie de G. On note Nil(g(F)) 
l'ensemble des orbites nilpotentes dans g(F). On note Temp(G(F)) l'ensemble des classes 
d'isomorphie de representations admissibles irreductibles et temperees de G(F). Pour un 
element ir G Temp(G(F)), on note E a un espace (complexe) dans lequel a se realise. 

1.2 Mesures 

Pour tout tore T defini sur F, on note At le plus grand sous-tore de T deploye sur F. 
On munit At{F) de la mesure de Haar pour laquelle le plus grand sous-groupe compact 
de A T (F) est de mesure 1. On munit A T (F)\T(F) de la mesure de Haar de masse totale 
I. On munit T(F) de la mesure de Haar telle que, pour / G Cf{T(F)), on ait l'egalite 

I f(t)dt = [ [ f(at)dadt. 

Jt(F) JA t (F)\T(F) J A t {F) 
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On dit que T est anisotrope si A T = {1}. 

Soit G un groupe reductif connexe defini sur F. On note G reg le sous-ensemble des 
elements semi-simples fortement reguliers de G et G reg (F)/conj l'ensemble des classes 
de conjugaison par G(F) dans G reg (F). On dit que deux elements de G reg (F) sont 
stablement conjugues si et seulement s'ils sont conjugues par un element de G(F). On 
note G reg (F)/ 'stconj l'ensemble des classes de conjugaison stable dans G reg (F). II y a un 
diagramme naturel 

G r eg{F) 
4>G / \ 0g 

G reg (F) I conj G -^T J G reg (F) / stconj 

On peut munir l'ensemble G reg (F) /conj d'une structure de variete analytique sur F 
et d'une mesure caracterisees par la propriete suivante. Soit 7 G G reg (F), notons G 7 
son commutant dans G, qui est un sous-tore maximal de G. Soit u un voisinage ou- 
vert de 1 dans G 7 (F). Alors, si uj est assez petit, l'application t 1— > 0g(*t) de uj dans 
G reg (F) I 'conj est un isomorphisme analytique de ui sur un voisinage ouvert de 4>g{i) 
dans G reg (F) / 'conj et cet isomorphisme preserve les mesures. On peut de la meme facon 
munir l'ensemble G reg (F) / stconj d'une structure de variete analytique sur F et d'une 
mesure. Alors l'application 4>Q/ con j du diagramme ci-dessus est un revetement analytique 
qui preserve localement les mesures. 

Pour toute fonction / definie sur G reg (F) et invariante par conjugaison, resp. par 
conjugaison stable, on note encore / la fonction sur G reg (F) / conj , resp. G reg (F)/ stconj , 
qui s'en deduit. 

Pour un element semi-simple 7 de G(F), on pose 

D G ( 1 ) = \det((l-ad( 1 )) l5(F)/Sj{F) )\ F . 

Munissons G(F) d'une mesure de Haar. Soit / G C™(G(F)). Pour 7 G G reg (F), on 
pose 

Hi,f)= [ f(g-^g)dg. 

Pour y G G reg (F)/ stconj, on definit $ st (y, /) = ^ x $(rr, /), ou x parcourt la fibre de 
(pG/conj au-dessus de y. Avec ces definitions, la formule de Weyl prend l'une ou l'autre 
des formes suivantes : 

/ f(9)dg= [ $(x,f)D G (x)dx= [ <S> st (yJ)D G (y)dy. 

JG(F) J Greg(F)/conj J G reg (F) / stconj 

Soit (M, M) un groupe tordu defini sur F. Cela signifie que M est un groupe reductif 
connexe defini sur F, que M est une variete algebrique definie sur F telle que M(F) soit 
non vide et qu'il y a deux actions a droite et a gauche de M sur M, notees 

M x M x M -> M 
(to, to, to') 1— > tototo', 

de sorte que, pour chacune des actions, M soit un espace principal homogene sous M. 
Pour to G M, on note ^ l'automorphisme de M tel que toto = 9m(m)m pour tout 
to G M. On note Zm(to) le sous-groupe des points fixes de c'est-a-dire le groupe 
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des m G M tels que mfnm~ x = m. On note M m la composante neutre de Zm{tti)- 
On dit que m est semi-simple fortement regulier si Zjw(m) est abelien et M m est un 
tore. On note M reg l'ensemble des elements fortement reguliers de M et M reg (F)/conj 
l'ensemble des classes de conjugaison par M(F) dans M reg (F), en appelant conjugaison 
Paction (m,m) i— > mmm -1 de M sur M. On dit que deux elements de M reg (F) sont 
stablement conjugues si et seulement s'ils sont conjugues par un element de M(F). On 
note M reg (F) / stconj l'ensemble des classes de conjugaison stable dans M reg (F). II y a 
un diagramme naturel 

M reg {F) 

M reg (F) I conj M -4°" 3 M reg (F) / stconj 

On peut munir l'ensemble M reg (F)/conj d'une structure de variete analytique sur 
F et d'une mesure caracterisees par la propriete suivante. Soient 7 G M reg (F) et u> un 
voisinage ouvert de 1 dans M^(F). Alors, si u est assez petit, l'application t 1— > ^(£7) 
de us dans M reg (F) / conj est un isomorphisme analytique de oj sur un voisinage ouvert 
de </>jg(7) dans M reg (F)/conj et cet isomorphisme preserve les mesures. On munit de 
meme l'ensemble M reg (F) / stconj d'une structure de variete analytique sur F et d'une 
mesure. L'application (p s ^ con j est un revetement analytique qui preserve localement les 
mesures. 

Pour un element semi-simple 7 G M(F), posons 

D" I ( 1 ) = \dct((i-e, / )) lm{F)/m _ l(F) )\ F . 

Munissons M(F) d'une mesure de Haar. On en deduit une mesure sur M(F) en 
considerant cet ensemble comme un espace principal homogene pour Paction a gauche, 
resp. a droite, de M(F), et on obtient en fait la meme mesure quelle que soit Paction 
choisie. Soit / G C~(M(F)). Pour 7 G M reg (F), posons 



$(7, /) = [Z M ( 7 )(F) : M^(F)}- 1 / f(m-^m)dm. 

J M=j(F)\M(F) 

Alors, avec les memes conventions de notations que dans le cas non tordu, la formule de 
Weyl prend la forme : 

/ f(m)dm= [ $(xJ)D Ki (x)dx. 

Jm(F) J M reg (F)/conj 



1.3 Espace de parametres 

On appelle ici extension algebrique de F un sous-corps de F contenant F. Notons S 
l'ensemble des families ^ = (/, (F±i) ie i, (Fi) ie i, (yi)iei) verifiant les conditions suivantes : 

• / est un sous-ensemble fini de N ; 

• pour tout % G /, F±i est une extension finie de F et Fi est une _F±j-algebre 
commutative de dimension 2 ; c'est-a-dire Fj est une extension quadratique de F ±i ou 
Fi = F±i © F±i ; on note Tj Punique automorphisme non trivial de F ±i -algebre de Fj ; 

• pour tout i G /, Hi est un element de F* tel que yiTi(yi) = 1. 
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Pour une telle famille, on note I* l'ensemble des % G / tels que Fi soit un corps. 
Pour i G /, on fixe Si G F^ tel que = F±i(\^Si), avec la convention que Si appartient 
au groupe des carres F±f si i G" /*. On note l'image de n«e/ Norm F± ./ F (Si) dans 
F x /F x ' 2 . Cet element ne depend evidemment pas des choix des Si. On pose 

Un isomorphisme entre deux elements 

f = (J, (F ±i ) ie/ , (Fi) ieI , ( Vi ) ieI ) et £' = (/', (F^er, W, (y'^r) 

de S est une famille (i, (t±i)i e j, (ii)ie/), oil 

• <- est une bijection ; 

• pour tout i & I, L±i : F±i — > es ^ un isomorphisme defini sur F et : Fj — > F^ 
est un isomorphisme compatible avec t±j en un sens evident ; 

• pour tout i G /, bi{yi) = y[ {€} . 

En particulier, tout element £ possede un automorphisme " identite" . On dit que £ est 
regulier si l'identite est le seul automorphisme de £. On note S refl l'ensemble des elements 
reguliers de S et S re9 le quotient de E reg obtenu en identifiant les elements isomorphes. 
En pratique, on notera un element de E reg comme un element de E reg qui le represents 

Soit £ = (I, (F±i) ie i, (Fj) ieI , (yi)i£i) G E reg . Introduisons le tore defini sur F tel 
que Tg(F) = Yl ieI {ti e F x ;tiTi(ti) = 1}. Soit uj un voisinage ouvert de l'unite dans 
T^(F). Si uj est assez petit, l'application 

(U)iei l-> (-f > (-P±i)i€/) {Fi)iei, (yiU)iei) 

est une injection de a; dans E reg . On peut munir et on munit E reg d'une structure de 
variete analytique sur F et d'une mesure de sorte que cette injection soit un isomorphisme 
qui preserve les mesures. 

Si on fixe un entier pair d, ou un element S G F x /F x ' 2 , ou les deux, on definit les 
variantes E d , Eg, E dj g, E regtd etc... des objets precedents en se limitant aux £ tels que 
d% = d, ou 5% — S, ou d% — d et S^ = S. 

Soit £ = (7, (F±i) ieI , (Fi) ie i, (yi)iei) un element de E reg . On pose 

^(0 = n F ±V^orm Fi/F±i (F l X). 
iei* 

Ce groupe s'identifie naturellement a {±1} 7 . On note C(£) 1 le sous-groupe qui s'identifie 
au sous-groupe des elements (ej) ie /» G {±1} 7 * tels que Yliei* e « = 1- Si F 7^ 0, on note 

C(0" 1 = C7(0\C7(0 1 . 

Pour iei, notons T(yi) l'ensemble des elements 7, G F/* tels que 7,^(71) 1 = j/j. On 
pose 

r imp (0 = (F x /F x ' 2 ) x J]r( yi )/^rm Fi/F± ,(F. x ). 

En pratique, pour un element c = (cj) ie /» de C(£), on identifiera chaque q a un 
element de F^ qui le represente. On fera de meme pour les elements de r pair (£) ou 

rimp(£) • 
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1.4 Parametrage des classes de conjugaison 

Soient V un espace vectoriel de dimension finie n sur F et q une forme bilineaire 
symetrique non degeneree sur V (on appellera le couple (V,q) un espace quadratique). 
On definit son discriminant 5(q) = (-l)^det(q) G F x /F x ' 2 . On note G le groupe 
special orthogonal du couple {V,q). 

Supposons d'abord n impair. Soient £ = (I, (F ±i ) ieI , (Fi) ieI , (yi)i e i) G H re9 ,n-i et 
c = (ci) ieI G C(£). Posons 

= © i6/ F 

et munissons cet espace de la forme bilineaire symetrique et non degeneree q^ c definie 
par 

iei iei iei 

Considerons la condition : il existe une droite D sur F et une forme bilineaire symetrique 
non degeneree qc sur D telles que les espaces quadratiques (V, q) et (D © V^, q^ © q^ c ) 
soient isomorphes. On montre qu'il existe une unique classe C(£) e C C(£) (avec e = 
±1 dependant de £ et (V, telle que cette condition soit verifiee si et seulement si c 
appartient a cette classe. Supposons-la verifiee. La droite quadratique (D, qo) est alors 
unique a isomorphisme pres. Fixons un isomorphisme entre (V, q) et (D © V%, qo © Q£,c)- 
Introduisons l'element x G G(F) qui, modulo cet isomorphisme, agit sur chaque Fj 
par multiplication par yj et sur D par l'identite. C'est un element de G reg (F) dont la 
classe de conjugaison est bien determinee. Inversement, toute classe de conjugaison dans 
G T eg{.F) est obtenue par ce precede. On obtient ainsi une application de G reg (F)/conj 
dans S re9 n _! qui se factorise en un diagramme 

<p st 

Greg (F) / COflj ^ G reg (F) / StCOTlj 

Pg \ / Pg 

L'application p S Q est un isomorphisme analytique qui preserve les mesures. La fibre en 
un point £ de l'application p G s'identifie a une classe C(£) e C C(£). 

Supposons maintenant que n est pair et n > 2. Posons 5 = S(q). Soient £ = 
(I, (F±i) ieI , (Fi) ieI , (yi) ie i) G ^re 9 ,n,s et c = (ci) ieI G C(£). Definissons et q^ c comme 
precedemment. Considerons la condition : les espaces quadratiques (V, q) et (V^, q^ c ) 
sont isomorphes. II existe une unique classe C(£) e C C(£) telle que cette condition soit 
verifiee si et seulement si c appartient a cette classe. Supposons-la verifiee et fixons un 
isomorphisme entre nos deux espaces quadratiques. Introduisons l'element x G G(F) qui, 
modulo cet isomorphisme, agit sur chaque F par multiplication par yj. C'est un element 
de G reg (F). II y a deux differences avec le cas n impair. D'une part, c'est seulement la 
classe de conjugaison de x par le groupe orthogonal tout entier qui est bien determinee. 
Or cette classe se decompose en deux classes de conjugaison par G(F). D'autre part, on 
n'obtient par ce precede que les classes d'elements x G G reg (F) qui n'ont pas de valeurs 
propres egales a ±1. On elimine ce deuxieme probleme en modifiant la definition de G reg . 

Convention. Pour un groupe special orthogonal G d'un espace quadratique de dimen- 
sion paire, on note dorenavant G reg 1 'ensemble des elements semi-simples reguliers de G 
qui n'ont aucune valeur propre egale a ±1. 



9 



On obtient alors le diagramme 

Greg(F) / COTlj ^ G reg (F) / stCOTlj 

Pg \ / Pg 

^reg,n,S 

L'application pQ est un revetement qui preserve localement les mesures. Ses fibres sont 
d'ordre 2 et formees de deux classes de conjugaison stable qui sont conjuguees par Taction 
du groupe orthogonal. Soit £ G E regt n t s et y G G reg (F) / stconj tel que Pa(y) — C La fibre 
de 4>Q/ con j au-dessus de y s'identifie a une classe C(£) e C C(£). 

Variante. Notons G + le groupe orthogonal de (V, qy). On definit les ensembles 
G reg (F)/conj + et G reg (F) / stconj + en remplagant dans les definitions conjugaison par 
G par conjugaison par G + . On a alors un diagramme 

4> st ._|_ 

G reg (F)/conj + G/ -T 3 G reg (F)/stconj + 

Pg\ S Pg + 

^reg,n,8 

ou cette fois, est un isomorphisme. 

Pour simplifier certaines constructions ulterieures, il convient de considerer le cas 
n — 0. Dans ce cas, on pose <5 = 1 et G re9 — G — {1}. Les diagrammes ci-dessus se 
trivialisent, tous les ensembles y figurant ayant un seul element. 

Que d soit pair ou impair, notons G(F) ani l'ensemble des elements de G reg (F) dont le 
commutant est un tore anisotrope. II s'agit des elements appeles usuellement elliptiques, 
sauf dans le cas ou n = 2 et G est deploye, auquel cas tout element est elliptique alors que 
G(F) ani est vide. Notons S* l'ensemble des elements £ = (/, (F±i) ieI , (Fi) ieI , (yiji^i) G S 
tels que 1 = 1*. On definit aussi S* efl , H* etc... Dans les diagrammes ci-dessus, on peut 
remplacer les ensembles G reg (F) par G(F) ani et les S re9) „ etc... par S* e9n etc... Les 
diagrammes obtenus conservent les memes proprietes. 

Soit U un espace vectoriel sur F de dimension finie n. On note M le groupe des 
automorphismes F-lineaires de U. On note M l'ensemble des formes bilineaires non 
degenerees sur U. Le groupe M agit a droite et a gauche sur M par la formule 

(mrhm')(u,u f ) — rh(m~ 1 u,m'u') 

pour m, m' G M, rh G M et u,u' G U. Le couple (M, M) est un groupe tordu. 

Supposons d'abord n pair. Soit £ = (I, (F ±i ) ieI , (Fi) ieI , (yi)iei) G H re9jn et 7 = 
(7i)ie/ G r pa j r (£). Introduisons le meme espace que ci-dessus et fixons un isomor- 
phisme F-lineaire de U sur Vg. Introduisons l'element x G M(F) defini, modulo cet 
isomorphisme, par la formule 

(!) xC^Ui^u'i) = ^2trace Fi/F {Ti{ui)u'sfi). 
iei iei iei 

C'est un element de M reg (F) dont la classe de conjugaison est uniquement determinee. 
Inversement, toute classe semi-simple reguliere est obtenue par ce procede. On obtient 
un diagramme 

M reg (F)/ conj M -4°"' M reg (F) / stconj 

Pm \ / P% 

^reg,n 
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La fibre de p^ au-dessus de £ G S re9in s'identifie a T pair (^). L'application p s ^ est 
un isomorphisme analytique mais ne preserve pas localement les mesures. En effet, 
fixons £ = (J, (F±i)i e i, (Fj)j 6 /, (yi)iei) G S reSi „ et construisons x comme ci-dessus. Lc 
tore M £ est egal a T^. Soit un voisinage ouvert assez petit de l'unite dans T^(F). 
La mesure sur M reg (F) / stconj a ete definie de sorte que l'application t xt de u 
dans M reg (F) / stconj preserve les mesures. Changer x en xt revient a changer 7$ en 
7i£j dans la formule (1). D'apres la relation ?/j = 7jTj(7j)~ 1 , on a l'egalite p^.(xt) = 
(/, (i*±j)j 6 j, (Fi)iei, (yitfyiei) Or la mesure sur S re9i „ a ete definie de sorte que l'appli- 
cation t = (ti) i€ j I— > (/, (F±i)ie/, (Fi) ieI , (yiti) ie i) preserve les mesures. Le jacobien de 
l'application p s ^ est done le meme que celui de l'application t 1— > t 2 de T^(F) dans lui- 

meme, e'est-a-dire |2|^/ 2 . 

Supposons maintenant n impair. £ = (7, (F ±i ) i€ j, (Fi) ieI , (yi)i e i) G H re9jn _i et 7 = 
(iD, (li)iei) G r imp (£). Posons D = F et fixons un isomorphisme de C/ sur D © V£. 
Introduisons l'element x G M(F) defini, modulo cet isomorphisme, par la formule 

x(u D + ^2ui,u' D + ^2u'i) = 1du d u' d + trace Fi / F (Ti(ui)u'sYi). 
iei iei iei 

C'est un element de M reg (F) dont la classe de conjugaison est uniquement determined. 
Inversement, toute classe semi-simple reguliere est obtenue par ce precede. On obtient 
le diagramme 

M reg (F)/ conj M 4 £m3 M reg (F) / stconj 

Pm \ / P% 

'reg,n— 1 

La fibre de p^ au-dessus de £ G S re9i „_i s'identifie a r imp (£). L'application p s ^ est 

un isomorphisme analytique dont le jacobien vaut |2|^ d'apres le meme calcul que 
ci-dessus. 

Que n soit pair ou impair, notons M(F) ani l'ensemble des elements 7 G M reg (F) 
tels que My soit un tore anisotrope. Dans les diagrammes ci-dessus, on peut remplacer 
M r eg(F) par M(F) ani et les ensembles E regin ou S reg , n -i par E£ effjn ou H*^^. Les 
diagrammes obtenus conservent les memes proprietes. 



1.5 Definition de fonctions sur l'ensemble de parametres 

Soit £ = (I, (F±i) ie i, (Fi) ieI , (yi)iei) G S reg . Pour tout i E. I, notons $j l'ensemble des 
homomorphismes non nuls de F-algebres de F$ dans F. On definit un polynome 

^)=nn( r -» 

iei <l>e<s>i 

Introduisons un espace quadratique (V^, q^) tel que dim(V^) = et S(q^) = 5%. Notons 
G$ son groupe special orthogonal. Alors £ parametre deux classes de conjugaison stable 
dans G^ re g(F). Fixons-en une et un element t de cette classe. On pose 

A(£) = |def((l- fulf- 



il 



Ce terme ne depend ni du choix de l'espace (V£, q^), ni du choix de t. En fait, il est clair 
que 

Pour un entier n > d^, fixons un espace quadratique (Z, qz) tel que dim(Z) = n — d^. 
Notons G le groupe special orthogonal de la somme orthogonale (V£, q^) © (Z, qz)- Alors 
t est un element semi-simple de G(F). II n'est plus regulier, mais on a neanmoins defini 
D G {t). On pose 

£> B (0 = D G (t). 

Ici encore, ce terme ne depend pas des choix. On pose simplement D(£) = D d t(t;). On 
verifie l'egalite 

(1) £>»(0 = L»(OA(0"-^. 

Soient = (F ±i ) ieJ+ , (Fi) i6/+ , (j/i) ie / + ) G S re9 et £_ = (F ±i ) ie/ _, (Fj) ie/ _, (y^, 
S re9 , ou Ton suppose, ainsi qu'il est loisible, que I + D J_ = 0. Posons £ = £ + U £_ et 
/ = /+□/_. Supposons £ regulier. Soit c = (cj)j e j G C(£). On note P^(T) le polynome 
derive du polynome P^. Pour tout i E I, posons 

ci = (-i)*/V?(vi)P € (-i)vr* /2 fo - + 1)- 

C'est un element de F±j. Pour z/ G F x , on pose 

A u (£ + ,£_,c) = JJ sgn Fi/F±i (uCi). 

Soit £ = (I, (F ±i ) ieI , (Fi) ieI , (yi) ieI ) G E reg . Soit 7 = (7i) ie j G r pair (£). Pour » e J, 
posons 

Soit maintenant 7 = (7^, (7i)igj) G r imp (£) (la composante 7^ appartient a F x /F x ' 2 ). 
Pour j £ /, posons 

C i = 7 D7- 1 ^(l)nW" d5/2 (^-l)- 
Dans les deux cas, on pose 

*(Zn) = Y[sgn Fi/F±i (C i ). 

iei* 



1.6 Endoscopie 

Soit G un groupe reductif connexe defini sur F . Fixons une forme quasi-deployee G 
de G et un torseur interieur ipc '■ G — > G. On fixe une fonction u : Gal(F/F) — > G 
telle que ipc °"(fiO — u(a)a o ipQ^ufa) -1 pour tous j G G et d e Gal(F/F). Le 
compose de w et de l'application naturelle de G dans son groupe adjoint G ad est un 
cocycle. Nous considerons le cas favorable ou u lui-meme est un cocycle, a valeurs dans 
G_. Fixons une paire de Borel epinglee de G, definie sur F . C'est-a-dire que l'on fixe 
un sous-groupe de Borel B_ defini sur F, un sous-tore maximal T de B_ defini sur F. 
Notons LT l'ensemble des racines simples de T associe a B. Pour a 6 II, on fixe un 
element non nul E a de l'espace radiciel associe a a et on suppose que la famille (E a ) ae u 
est stable par Taction de Gal(F/F). Remarquons que N = J2 a£U E a est un element 
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nilpotent regulier de g(F) et la classe de conjugaison de la paire de Borel epinglee est 
determined par celle de N. II nous suffit en fait de fixer la classe de conjugaison de N. 
Considerons enfin une donnee endoscopique (H, s, L £) de G, cf. [LS] 1.2. On peut definir 
une application, la correspondance endoscopique, dont l'ensemble de depart est un sous- 
ensemble de H reg (F) / stconj et l'ensemble d'arrivee est G reg (F)/ stconj . Elle preserve 
localement les mesures. Pour y G H reg (F) / stconj et x G G reg (F)/conj tels que 4>G/ con jX 
corresponde a y, on definit le facteur de transfert /S.h,g{Ui x ) (nous en supprimons le 
terme A IV ). Pour / G C£°(G(F)) et f H G C C °°(#(F)), on dit que f H est un transfert de 
/ si on a l'egalite 

D H ( y y/V(y,f H ) = A HlG (y, x)D G (x) 1 / 2 $(x, f) 

X 

pour presque tout y G H reg (F) / stconj , ou x parcourt l'ensemble des elements de G reg (F)/conj 
tels que <t>G/conj( x ) so ^ I'hnage de y dans G reg (F) / stconj (c'est l'ensemble vide si y n'a 
pas d'image dans G reg (F) / stconj) . 

Remarque. Pour etre precis, il conviendrait d'introduire l'ensemble des elements 
G-reguliers dans H et de dire que l'egalite doit etre verifiee pour tout y G-regulier au 
lieu de dire comme ci-dessus qu'elle Test presque partout. 

Soient G une distribution sur G(F) invariante par conjugaison et Q H une distribution 
sur H(F) invariante par conjugaison stable. On dit que G est un transfert de Q H si et 
seulement si G(/) = Q H {f H ) pour tout couple de fonctions (f,f H ) tel que f H soit un 
transfert de /. Supposons G et Q H localement integrable, ce qui permet de les identifier 
a des fonctions definies presque partout. Les formules d'integration du paragraphe 1.2 
montrent que G est un transfert de G^ si et seulement si on a l'egalite 

(1) Q(x)D G (x) 1/2 = D H (y) 1 / 2 A H>G (y, x)Q H {y) 

y 

pour tout x G G reg (F)/conj, ou y parcourt l'ensemble des elements de H reg (F) / stconj 
tels que 0g/ con j(^) soit l'image de y par la correspondance endoscopique. 

La theorie de l'endoscopie s'adapte au cas d'un groupe tordu (M, M). On ne l'utilisera 
que sous des hypotheses simplificatrices. On suppose M deploye. On fixe un element 
9 G M(F), on suppose qu'il existe une paire de Borel epinglee de M, definie sur F 
et conservee par 0$. On fixe une telle paire. L'element iV construit comme ci-dessus 
est un element nilpotent regulier de m§(F) et c'est sa classe de conjugaison par Mq(F) 
qui compte. Considerons une donnee endoscopique (H,s, L t;) de (M, M), cf. [KS] 2.1. 
On definit une correspondance endoscopique, qui est une application dont l'ensemble de 
depart est un sous-ensemble de H reg (F) / stconj et l'ensemble d'arrivee est M(F) /stconj. 
II y a une difficulte avec les mesures. Soient h G H reg (F) et m G M(F) tels que (j> s ^(fh) 
soit l'image de Notons T b = M„, T H = H h , T le commutant de T b dans M et 

— 0rh- Posons 

dtf) = \det((l - 0)\t/i>\ F 

et 

Z#(7) = \det((l - 9) lm/t \ F = D^WdW- 1 . 

II y a une application naturelle de T (F) dans T H (F) qui est localement un isomorphisme. 
On a defini des mesures sur T b (F) et T H (F). D'apres [KS] 5.5, il convient de remplacer 
la mesure sur T H (F) par celle telle que le jacobien de l'application precedente soit egal a 
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d(j). On change de fagon correspondante la mesure sur H reg (F) / stconj . Alors la corres- 
pondance endoscopique ci-dessus est de jacobien <i(i/) _1 en un point y G H reg (F) / stconj 
d'image y G M reg / stconj. On definit un facteur de transfert A H ^j. Pour / G C^°(M(F)) 

et f H G C%°(H(F)), on dit que f H est un transfert de / si on a l'egalite 
D H (yY^ st (yJ H ) = A H ^(y,x)D^(xY^(x,f) 

X 

pour presque tout y G H reg (F) / stconj , oil x parcourt l'ensemble des elements de M reg (F) / conj 
tels que $%j con j{x) s °it l'image de y dans M reg (F) / stconj (cf. [KS] 5.5). On definit la 

notion de transfert de distributions comme ci-dessus. Soit 9 une distribution sur M(F) 
invariante par conjugaison et ©^ une distribution sur H(F) invariante par conjugaison 
stable. Supposons-les localement integrables. Les normalisations de mesures ci-dessus et 
les formules d'integration de 1.2 montrent que O est un transfert de ©^ si et seulement 
si on a l'egalite 

(2) e(x)D*(xyt* = D H ( y y/*A H ^(y, x)Q H (y) 

y 

pour tout x G M reg (F) / conj , ou y parcourt l'ensemble des elements de H reg (F) / stconj 
tels que 0^-/ con:? (^) s °it l'image de y par la correspondance endoscopique. 

On a modifie ci-dessus nos mesures pour traduire les definitions de [KS]. Mais l'egalite 
(2) ne fait intervenir aucune mesure. Dans la suite, on revient aux mesures defmies en 
1.2, en considerant (2) comme la definition du transfert de la distribution Q H . 



1.7 Endoscopie pour les groupes speciaux orthogonaux 

Soient (V, q'), (V\_, q' + ) et (VL, q'_) trois espaces quadratiques sur F. Notons d! ', d' + et 
d'_ leurs dimensions et G', G' + et G'_ leurs groupes speciaux orthogonaux. On suppose 

• d', d' + et d'_ impairs ; 

• d' + + d'_ = d' + 1 ; 

• G' + et G'_ sont deployes. 

Comme on le sait, G' + x G'_ est un groupe endoscopique de G' . 

Remarque. La notion correcte est celle de donnee endoscopique et non de groupe 
endoscopique. Ici, les termes que Ton doit ajouter pour obtenir une donnee endoscopique 
sont presque evidents, on renvoie a [W4] 1.8 pour plus de details. 

Pour definir des facteurs de transfert, on doit fixer quelques donnees supplementaires, 
a savoir une forme interieure quasi-deployee Gf de G', un torseur interieur ipc' '■ G' — > G' 
et un cocycle u' : Gal{F/F) — > G'. Supposons G' deploye. On pose (V^,q') = (V',q'), 
G' = G', on prend pour torseur interieur l'identite et pour cocycle le cocyle trivial. 
Supposons maintenant G' non deploye. On introduit l'espace quadratique (V 7 , q') qui a 
memes dimension et discriminant que (V, q') mais un indice de Witt oppose. Le groupe 
special orthogonal G' de cet espace est deploye. On fixe un isomorphisme F-lineaire 
f3 : V ®p F — > Yl ® F F qui identifie les prolongements F-bilineaires de q' et q'. Pour 
g' G G', on pose ^ G '{g') = Pg'P' 1 . Pour a G Gal(F/F), on pose u'{a) = (3a{(3) ri . On a 
a priori besoin de fixer une classe de conjugaison d'element nilpotent regulier dans g'(F), 
mais il n'y en a qu'une. 
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Avec ces donnees, on peut definir la notion de correspondance entre classes de conju- 
gaison stable semi-simples regulieres dans G'(F) et dans G' + (F) x G'_(F), et definir un 
facteur de transfert A G > +xG >_ )G >. La correspondance entre classes de conjugaison stable 
s'explicite aisement. II y a une application naturelle 

Via les applications Pq> , p% et Pg'i c ' est 1 & correspondance endoscopique (encore une 
fois, pour etre correct, il faut se restreindre aux elements G'-reguliers) . 

Soient y' + E G' + (F) / stconj , y'_ E G'_ (F) / stconj et x' E G' (F) / conj . Posons 
£+ = Pa> + (y+), f- = P S G'_(y~), € = £+ U suposons p G #(a; / ) = f. Soit c G C(f) qui 
parametre x'. Alors, avec la notation introduite en 1.5, 

(1) A GI+xG ^ G ,{{y' + ,y'_),x') = A_ 25( g, } (£ + ,£_,c). 

Cf. [W4] proposition 1.10. Le rj de cette reference vaut ici (— l)^ d '~ 1 ^ 2 S(q'). 

Remarque. Soit a E F x , remplagons q' par aq'. Cela ne change pas le groupe G' . 
Pour y' + , y'_ et x' comme ci-dessus, le parametre £ est inchange. En se reportant au 
paragraphe 1.5, on voit que l'element c = (cj)j e /* est remplace par (aCi) !£ /». On a aussi 
S(aq') = a5(q'). On conclut que le facteur de transfert ne change pas. 

Soient (V,q), (V + ,q + ) et (V„,g_) trois espaces quadratiques sur F. Notons d, d + et 
gL leurs dimensions et G, G + et G_ leurs groupes speciaux orthogonaux. On suppose 

• d, d + et d- pairs ; 

• d + + d- — d ; 

• G + et G_ sont quasi-deployes. 

Le groupe G + x G_ est un groupe endoscopique de G. On doit fixer des donnees 
supplementaires. Pour cela, 

on fixe pour la suite de Particle un element v E F x . 

On introduit l'espace quadratique (Zi,qi- Vo ) suivant : Z\ — F et gi 5 _jy (A, A') = 
—2vqW. Considerons la condition : 

(QD) le groupe special orthogonal de (V,q) © (Zi,qi- Vo ) est deploye. 

II est facile de l'expliciter. Si 5(g) = 1, elle est equivalente a chacune des conditions 
suivantes : G est deploye ; (V, q) est somme orthogonale de plans hyperboliques. Sup- 
posons 5(q) ^ 1. Posons E = F(y/6(q)). Alors (V, q) est somme orthogonale de plans 
hyperboliques et de l'espace E muni d'une forme (AA') h- > traces /f ( t e/f( A) A'r/) , pour 
un element r\ E F x . La condition (QD) equivaut alors a sgiis/F^V^o) = 1- 

Rappelons que les orbites nilpotentes regulieres dans q(F) sont parametrees par un 
sous-ensemble M de F x /F x ' 2 , cf. [Wl] 7.1. Sous Phypothese (QD), on a A/" = F x /F x ' 2 si 
5(g) = 1, tandis que A/" = r]NormE/F(F x )/ F x ' 2 si 5(g) 7^ 1, avec les notations ci-dessus. 

Si (QD) est verifiee, on pose (V_,q) = (V, g), G = G (ce groupe est quasi-deploye) . 
On prend pour torseur interieur l'identite et pour cocycle le cocyle trivial. Supposons 
maintenant que (QD) ne soit pas verifiee. On introduit l'espace quadratique (V_, q) qui a 
memes dimension et discriminant que (V, q) mais un indice de Witt oppose. Cet espace 
verifie (QD). On fixe un isomorphisme F-lineaire (3 : V ®p F — > V_(E)f F qui identifie les 
prolongements F-bilineaires de q et q. Comme en dimension impaire, on en deduit un 
torseur interieur ip G : G — > G et un cocycle u : Gal(F/F) — > G. On doit encore fixer une 
orbite nilpotente reguliere dans q(F). D'apres ce qui precede, l'element u parametre une 
telle orbite O vo et c'est celle que Ton choisit. 
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II y a une application naturelle 

Via les applications Pq ,+ , Pq'* et Pg' + > e ^ e definit une correspondance entre classes de 
conjugaison stable au sens de la conjugaison par le groupe orthogonal tout entier, autre- 
ment dit entre couples de classes de conjugaison stable. La correspondance endoscopique 
raffine cette premiere correspondance. Pour la decrire plus commodement, introduisons 
1' ensemble A(V) forme des classes de conjugaison par G(F) dans l'ensemble des lagran- 
giens dermis sur F de V <S>f F. II a deux elements. Le groupe orthogonal G + (F) agit 
naturellement sur cet ensemble, un element de determinant —1 echangeant les deux 
elements. Considerons le produit G reg (F) x A(V). Disons que deux elements (<7i,Li) et 
(g 2 ,L 2 ) de ce produit sont stablement conjugues si et seulement s'il existe g G G + (F) 
tel que g 2 = ggig^ 1 et L 2 = g(Li). Notons AG reg (F) / stconj + l'ensemble des classes de 
conjugaison stable et ^ S \g '■ Greg(F) xA(V) — > AG reg (F) / stconj + l'application naturelle. 
II y a une application naturelle de cet ensemble dans G reg (F) / stconj + qui, a 4> S \c(g, L), 
associe la classe (j) S Q + {g) de g dans l'ensemble d'arrivee. D'autre part 

(2) si Ton fixe L G A(V), l'application g i— > (g,L) se quotiente en une bijection de 
Greg(F) / stconj sur AG reg (F) / stconj + . 

Soit (g, L) G G reg (F) x A(V). On peut representer L par un lagrangien, encore note L, 
tel que g(L) = L. Notons £(g, L) l'ensemble des valeurs propres de g dans L (ce sont des 
elements de F). Quand on change de representant L, l'ensemble £(g, L) peut changer. Un 
tel changement consiste a remplacer un nombre pair de valeurs propres par leurs inverses. 
Disons que deux ensembles de valeurs propres sont equivalents s'ils different par un tel 
changement. La classe d'equivalence de S(g,L) est alors bien determined et ne depend 
que de (g , L) . On remarque que, si L' designe l'autre element de A(V), les classes 
£(g, L') et £(g, L) sont distinctes : on passe de l'une a l'autre en remplagant un nombre 
impair de valeurs propres par leurs inverses. Cela etant, l'application precedemment 
definie entre couples de conjugaison stable se releve en une application 

E : AG +)reg (F)/stconj + x AG _ , reg (F) / stconj + -> AG reg (F) / stconj + 

definie ainsi. Soit (^+,A+) G G +ireg (F) x A(V+) et (#_,A_) G G_, reg (F) x A(V_). Soit 
g G G reg tel que 4>Q ,+ (g) corresponde a 4>q'^{ 9-))- II y a un unique L G A(V) 

tel que £(g, L) soit equivalent a la reunion disjointe £(g+, L + ) U £(g~, On choisit L 
ainsi. On definit E(<j ) f£ + (g + ,L + ),<j ) f£_(g_,L_)) = <f>f£(g,L). 

Comme on l'a dit, une donnee endoscopique est plus riche que la seule donnee des 
groupes. Elle contient une identification sur F entre un tore maximal de G + x G_ et un 
tore maximal de G, modulo Taction du groupe de Weyl de G. On a vu ci-dessus qu'un 
element de A(V) determinait une classe d'equivalence d'ensembles de valeurs propres. 
II determine de meme une classe d'equivalence d'ensembles de caracteres d'un tore. De 
1' identification des tores se deduit une application A(V+) x A(V-) — > A(V). Soit alors 
(A_)_,A_) G A(V+) x A(V_), notons A son image par cette application. En utilisant (2) 
applique respectivement a A + , A_ et A, l'application E devient une application 

G +)reg (F)/ stconj x G- >reg (F)/ stconj -> G reg (F)j stconj. 

On voit qu'elle ne depend pas du choix de (A + , A_). C'est la correspondance endoscopique 
cherchee. 
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Soient y+ G G + , reg (F) / stconj , y_ G G-^ reg (F)/ stconj et x G G reg (F) / conj . Posons 
£+ = Pg (?/+)) £- = Pg-(V-) = £-> £ = £+ L-l £-j supposons que la classe de conjugaison 
stable de a; corresponde a a fortiori pc(^) = £■ Soit c G C(£) qui parametre 

Alors 

(3) A G+xG _ jG ((y + ,?/_),:r) = A^,) (£+ , £_ , c) . 

Cf. [W4] proposition 1.10. Le n de cette reference vaut ici 2(— l) d ^ 2 u 5(q). 

Remarque. Soit a G F x . Remplagons q par aq. Le groupe G reste inchange. Si Ton 
conservait le meme cocycle et si l'on remplagait uq par auo, on conserverait le meme 
facteur de transfert. Mais, avec nos definitions, le cocycle peut changer et, par contre, on 
veut conserver le meme u . Done le facteur de transfert n'est plus le meme. Precisement, 
on voit qu'il est multiplie par a)p. 

1.8 Endoscopie pour les groupes lineaires tordus 

On considere un espace U sur F de dimension n et on introduit le groupe tordu 
(M,M) correspondant, cf. 1.4. Introduisons d'autre part un espace quadratique (V,q), 
dont on note G le groupe special orthogonal. On suppose dim(V) = net G quasi-deploye. 
Le groupe G est un groupe endoscopique de M. II convient ici de preciser les plongements 
de L-groupes. On renvoie pour cela a [W4] 1.8. Si n est pair, e'est dans cette reference 
le cas du groupe lineaire tordu avec d = n pair, d~ = d, d + = 0. Si n est impair, e'est le 
cas du groupe lineaire tordu avec d = n impair, d~ = d, d + = et x = 1- Pour definir 
des facteurs de transfert, on doit fixer un element de base de M(F) (l'element note 9 en 
1.6). On fixe une base (wj)j=i,..., n de U et on prend pour point-base l'element n G M(F) 
defini par 

ou le dernier terme est le symbole de Kronecker. On doit aussi choisir une classe de 
conjugaison d'element nilpotent regulier dans mg n (F). Si n est impair, le groupe Mg n est 
special orthogonal "impair", il n'y a qu'une seule classe possible. Si n est pair, le groupe 
Mg n est symplectique, il y a le choix. On prend la classe de l'element iV tel que N(uj) = 
—Uj-i pour j = 2, ...,n et N(ui) = 0. On peut alors definir une correspondance entre 
classes de conjugaison stable d'elements semi-simples reguliers dans G(F) et dans M(F), 
ainsi qu'un facteur de transfert A G ^. La correspondance entre classes de conjugaison 
stable s'explicite aisement. Supposons n impair. On a les bijections 

G reg (F) I stconj -> S 

reg,n— 1 

^- M reg (F) j stconj 

et la correspondance est celle qui vient de ces bijections. Supposons maintenant n pair. On 
definit une bijection £ i— > — £ de S reff dans lui-meme : si £ = (/, (F±i) ie i, (Fi) ie j, {yiji^i), 
on pose -£ = (I, (F ±i ) ieI , (F^) ieI , (-yi) ieI ). On a les applications 

G reg (F)/ stconj % E regtnMq ) Z r eg,n ^ M reg (F) / ' stconj 

et la correspondance est celle qui vient de ces applications. 

Soient y G G reg (F) / stconj et x G M reg (F) / conj . Posons £ = p^{x). Supposons 
d'abord n impair et p G (y) = £. Soit 7 G T imp (^) qui parametre la classe de conjugaison 
de x. Alors, avec la notation de 1.5, 

(1) A G>A (i/,x) = A(e,7)- 
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Supposons maintenant n pair et Pa(y) — — C Sort 7 G r pclir (£) qui parametre la classe 
de conjugaison de x. Alors 

(2) A G>A (y,x) = A(e,7). 

Cf. [W4] proposition 1.10. Dans le cas n pair, le 77 de cette reference vaut (— l) n / 2 . On 
doit remplacer les £ et t/j par — £ et — j/j car, dans [W4], ces termes parametraient y et 
non pas la classe de conjugaison stable de x. 



2 Quelques formules revisitees 

2.1 Multiplicites pour les groupes speciaux orthogonaux 

Soient (V, q) et (V, q') deux espaces quadratiques sur F de dimensions respectives 
d et d! . On note G et G' leurs groupes speciaux orthogonaux. On suppose d pair et d' 
impair. Pour un entier r G N introduisons un espace Z 2r +i de dimension 2r + 1 sur F, 
muni d'une base (<2j)j=- r ,...,r- Pour z/ G F x , definissons une forme bilineaire symetrique 
52T+1.I/ sur Z 2r+ i par 

Qtr+iA X ^ E A^-) = 2^AoA' + ^ (A ^ • A,-A' •). 

i=-r,...,r j=-r,...,r j=l,...,r 

On a fixe z/ G F x en 1.7. Supposons 

• si d < d', (y, g') est isomorphe a (V, g) © (Z d /_ d , q d <- d - Vo ) ; 

• si d > d', (V, 5) est isomorphe a (V, <?') © q<i-d>,u )- 

On fixe de tels isomorphismes. Pour fixer les idees, supposons d! > d, les constructions 
etant similaires dans l'autre cas. Alors G s'identifie a un sous-groupe de G'. On pose 
r = (d' — d — l)/2. On note P le sous-groupe parabolique de G' qui conserve le drapeau 
de sous-espaces 

Fz r C Fz r © Fz r _i C ... C Fz r © ... © Fz x . 
On note U son radical unipotent et on definit un caractere ipu de U (F) par la formule 

*jj u (u)=ip F ( q( uz j> z -j-i))- 

J=0,...,r-1 

Le groupe G est inclus dans P et ^ est invariant par conjugaison par G(F). 

Soient o G Temp(G(F)) et a' G Temp(G'(F)). On note Hom G ^ F (a' ,a) l'espace des 
applications lineaires ip : E^/ — > E a telles que 

</?(</(uS>)e) = ipu(u)<j(g)ip(e) 

pour tous u G U(F), g G G(E) et e G E a >. D'apres [AGRS] (complete par [W5]) et 
[GGP] corollaire 15.2, cet espace est de dimension au plus 1. On pose 

m(a,a') = m(a',a) = dim(Homc tt p F (<y' ,&)). 

Ce nombre est independant de ipF- 
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Dans [W2], on a calcule cette dimension par une formule integrate. Rappelons-la. 
Notons T l'ensemble des sous-tores T de G (on suppose encore d' > d) pour lesquels il 
existe une decomposition orthogonale V = Wt © Vt de sorte que les conditions (1) a 
(4) ci-dessous soient verifiees. On pose V T = Vt @ Z 2r+ i et on note Gt, Gy T et les 
groupes speciaux orthogonaux de Wt, Vt et V T . 

(1) T est anisotrope. 

(2) dimiWT) est paire. 

(3) T est inclus dans Gt et e'en est un sous-tore maximal. 

(4) Les groupes Gy T et Gy^ sont quasi-deployes. 
Pour T 6 T, on pose 

W(G,T) = Norm G{F) {T)/Z G(F) {T). 

Pour t G T(F), on pose A(t) = \det((l — i)\w T )\F- Supposons t en position generate. 
Alors G' t — T x Gy^ et G t = T x Gy T . La representation a' admet un caractere Q a i. 
Rappelons dans ce contexte un resultat de Harish-Chandra. Pour O G Nil(g' t (F)), on 
definit l'integrale orbitale J sur C%°(g' t (F)) et sa transformee de Fourier. Celle-ci est 
une distribution localement integrable, done s'identifie a une fonction Jq. Alors il existe 
une famille (c<r' t o(t))oeNU(rf (f)) de nombres complexes de sorte que, pour X regulier dans 
un voisinage assez petit de dans g' t (F), on ait l'egalite 

(5) e^exppQ) = ^'Mt)Jo(x). 

OeNil( g > t (F)) 

Evidemment, pour que ceci ait un sens precis, on doit normaliser les mesures et la trans- 
formation de Fourier utilisee, on renvoie pour cela a [Wl] 1.2 et 2.6. On a Nil(g' t (F)) = 
Nil(g v ^(F)). Puisque le groupe G v ^ est quasi-deploye et que dim(V T ) est impaire, il 
y a une unique orbite nilpotente reguliere. Notons-la O reg . On pose <v(t) = t o r&g {t) . 
Cela definit une fonction c a > presque partout sur T(F). Le meme procede s'applique 
pour definir une fonction c CT , a ceci pres que, parce que dim(Vr) est paire, il peut y 
avoir plusieurs orbites regulieres dans NU(q Vt (F)). Precisons ce point. Si dim(Vr) < 2, 
il n'y a encore qu'une orbite reguliere O reg et on definit c a (t) = c aj o reg (t). Supposons 
dim(Vr) > 4. L'hypothese que Gy^ est quasi-deploye implique qu'il existe un element 
v o G Vt tel que q(vo, vo) = 2z/ . Fixons un tel element et notons G' Q le groupe special 
orthogonal de l'hyperplan orthogonal a Fvq. La meme hypothese implique que G' est 
deploye. II y a done une unique orbite nilpotente reguliere dans q' (F). Fixons un point de 
cet orbite. Alors sa Gy T (F)-orbite est encore reguliere dans jjy T (F), on la note O uo (e'est 
l'orbite parametree par u dans le parametrage evoque en 1.7). On pose c a (t) = c Ct o (t). 

Le groupe G(F) agit par conjugaison sur T. Fixons un ensemble de representants T 
des orbites. Posons 

m geom (a,a') = m geom (a',a) = V |VF(G,T)| _1 / c a (t)c a ,(t)D G (t)A(t) r dt. 

TgT Jt(f) 

Cette expression est absolument convergente et le theoreme principal de [W2] affirme 
que Ton a l'egalite 

m geom (a,a') = m(a,o > ). 

Remarque. Dans les definitions de [Wl], e'est l'orbite 0- VQ et non O vo qui intervient. 
Ce n'est plus le cas ici car on a glisse le signe — dans les hypotheses concernant le 
plongement de (V,q) dans (V',q'). 
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2.2 Reformulation de m geom {a,a') 

Notons V(q,q') l'ensemble des couples (d, 6) G N x F x /F x ' 2 qui verifient les condi- 
tions suivantes : 

(1) d est pair et < d < inf{d, d!) ; 

(2) si G ou G' n'est pas quasi-deploye, d > 2 ; si G et G' sont quasi-deployes et d = 0, 
alors 8 — 1; 

(3) si d = inf(d, d') (ce qui entraine par parite d = d < d'), 6 = 5(q) ; 

(4) si d = 2, 6 ± 1. 

Pour (d, 6) G T>(q, q'), considerons les espaces quadratiques (W, qw) tels que dim(W) = 
d et 8{qw) — 6. Si d = 0, il n'y en a qu'un, evidemment. Si d ^ 0, il y en a deux, a 
equivalence pres, que Ton distingue selon leurs indices de Witt. D'autre part, pour un 
espace quadratique (W, qw) considerons la condition suivante : 

(H) si d < d', il existe un espace quadratique (Vi,qi) tel que (V,q) soit isomorphe 
a (W, qw) © (Vi, qi) et que les groupes speciaux orthogonaux de (Vi, qi) et de (V"i, gi) © 
(Z2 r +i,q2r+i,-u ) soient quasi-deployes; si d > d', il existe un espace quadratique (Vi,qi) 
tel que (V, q') soit isomorphe a (W, qw)®(Vi, Qi) et que les groupes speciaux orthogonaux 
de (Vi,qi) et de (Vi,gi) © (Z 2r+1 ,q 2r+ljVo ) soient quasi-deployes. 

Montrons que 

(5) pour tout (d, 6) G V(q,q'), il existe a equivalence pres un unique espace quadra- 
tique (W, qw) qui verifie la condition (H) ainsi que les egalites dim(W) = d, 5(qw) = 6. 

On suppose pour fixer les idees d < d', le cas oppose etant similaire. Si d = 0, l'espace 
nul convient d'apres la condition (2). Si d = d > 0, un seul espace convient, a savoir 
(W : qw) = (V, q). Supposons < d < d. Montrons d'abord que la condition (H) equivaut 
a 

(H') il existe un espace quadratique (V^,q[) tel que son groupe special orthogonal 
soit deploye et que (V, q') soit isomorphe a (W, qw) © (V{,Qi)- 

Rappelons que pour un espace quadratique (V{,q[) de dimension impaire, les trois 
proprietes suivantes sont equivalentes : son groupe special orthogonal est quasi-deploye ; 
il est deploye ; l'espace (V{, q[) est somme orthogonale d'une droite et de plans hyperbo- 
liques. Si (H) est verifie, (if') Test aussi car l'espace (V[,q[) = (Vi, ?i)©(^2r+i) Q2r+i,-u ) 
convient. Inversement, supposons (H') verifiee. Puisque d < d, l'espace (V{, q[) peut se 
decomposer en somme orthogonale d'un espace de dimension d — d — letder + 1 plans 
hyperboliques. A fortiori, il existe un espace quadratique (Vi, q\) de dimension d — d tel 
que (V[,q[) = (Vi,qi) © (Z 2r +i,q2r+i-u )- Cette egalite entraine que (Vi,qi) est somme 
orthogonale de plans dont au plus un n'est pas hyperbolique. Done le groupe special or- 
thogonal de (Vi, qi) est quasi-deploye. D'autre part, d'apres le theoreme de Witt, l'egalite 
(V', q') = (W, q w ) © (V{, q[) entraine (V, q) = (W, q w ) © (Vi, qi). Cela verifie (H). 

Cela etant, soit (W, qw) ayant les dimension et discriminant requis. A equivalence 
pres, il existe un unique espace quadratique (V/, q[) tel que son groupe special orthogonal 
soit deploye et que l'espace (V 2 ', q' 2 ) = (W, qw) © (V(,Qi) & it le meme discriminant que 
(V, q') : e'est la somme de plans hyperboliques et d'une droite sur laquelle la forme est 
uniquement determinee par cette condition. Le fait que (V 2 ', q' 2 ) soit isomorphe a (V, q') 
se lit sur les indices de Witt. Quand on remplace (W, qw) par l'espace qui a meme 
dimension et discriminant, mais l'indice de Witt oppose, cela ne change pas (V/, 
mais cela change l'indice de Witt de (V 2 , q 2 ). II y a done un et un seul choix de (W, qw) 
pour lequel l'indice de Witt de (V 2 , q' 2 ) est egal a celui de (V',q'). Cela prouve (5). 

Pour tout (d, 6) G V(q,q'), on note (Wd,s, Qd,s) l'espace quadratique dont (1) aflirme 
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l'existence, que Ton realise comme un sous-espace de (V, q') ou (V, q) conformement a 
la propriete (if). 

A tout T G T est associe un espace quadratique (Wt, qr), ou gr est la restriction de 
q a Wt- Montrons que : 

(6) l'ensemble des classes d'equivalence d'espaces (W T , ?r) quand T decrit T est egal 
a celui des classes d'equivalence d'espaces (Wd,s,qd,s) quand (d, S) decrit V(q,q'). 

Le second ensemble est inclus dans le premier : le groupe special orthogonal d'un 
espace (Wd,s,Qd,d) contient au moins un sous-tore maximal anisotrope (grace a (4)) et 
un tel tore appartient a T. Montrons que le premier ensemble est inclus dans le second. 
D'apres 2.1(4), tout espace (Wt^t) verifie (H). II suffit done de prouver que le couple 
forme de la dimension de W et du discriminant de qx appartient a V(q,q'), ce qui est 
immediat. Cela prouve (6). 

D'apres (6), on peut supposer que, pour tout T G T, l'espace (Wt, ?t) est l'un 
des espaces (Wd,s,Qd,s)- Cela decompose T en union disjointe de sous-ensembles T d s- 
Fixons maintenant (d, d) G T>(q, q') et considerons la contribution de l'ensemble T A § a 
m geom(°', &')■ Supposons d'abord < d < inf(d, d') et, pour fixer les idees, supposons d < 
d' . Notons G^ s le groupe orthogonal de (Wd,s, qd,s) et Gd,s le groupe special orthogonal. 
L'ensemble Td y s est un ensemble de representants des sous-tores maximaux et anisotropes 
de Gd,s pour la relation d'equivalence suivante : deux tores sont equivalents s'ils sont 
conjugues par un element de G(F). On verifie que cette relation equivaut a la conjugaison 
par un element de G^ S (F). De meme, pour un tel tore T, on voit que le nombre d'elements 
de W(G,T) est le meme que celui de W(G^ S ,T), cet ensemble etant defini de fagon 
evidente. Pour une fonction / sur Gd,s(F) ani , invariante par conjugaison par G^ S (F), 
on a alors l'egalite 

\W(G,T)\- 1 [ f(t)dt= [ f(x)dx. 

T&T dtS jT ( F ) JG d , s (F) anl /conj+ 

On a defini les fonctions c a et <v sur les elements de 7d^, mais la meme definition permet 
de les definir sur l'ensemble Gd,s(F) ani tout entier. Elles sont invariantes par Taction de 
G^ S (F) : cela resulte du fait que la conjugaison par un element de G^ S (F) peut se 
realiser par celle d'un element de G(F) et du fait que toute orbite nilpotente reguliere 
de l'algebre de Lie d'un groupe special orthogonal est invariante par Taction du groupe 
orthogonal tout entier. II en est de meme des fonctions D G et A. La contribution de T d j 
a m geom (a, a 1 ) peut done s'ecrire 



(7) / c a (x)c a ,(x)D u (x)A(x) r dx. 

J G dtS (F)ani/conj+ 

Si d = 0, la contribution de Tdj a trivialement la meme forme. Considerons mainte- 
nant le cas d = d < d'. Dans ce cas, on voit que ce n'est plus la conjugaison par G^ S (F) 
qui intervient mais seulement celle par Gd,s(F). La fonction c CT n'a d'ailleurs plus de 
raison d'etre invariante par Taction du groupe orthogonal. On obtient dans ce cas 



f ,. / ,.\„ , ,.\r>G 

J G d ,s(F)ani/conj 



c a (x)c a /(x)D (x)A(x) r dx. 



Mais, si Ton definit une fonction c a sur Gd ) s(F) ani /conj + par c a (x) = c a (x') + c a (x"), 
ou x' et x" sont les deux elements de Gd s(F) ani /conj d'image x, on retrouve la formule 
(7). 
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Posons 

C(q,q') = U^s)ev( q , q ')G d ,s( F )ani/conj + 

et 

D'apres 1.4, C(q,q') est un revetement de E*(q,q'). Avec les definitions precedentes, on 
obtient l'egalite 

(8) m geom (a, a) = / c a (x)c a >(x)D G (x) A(x) r dx. 

JC{q,q>) 



2.3 Facteurs e de paires 

Soient U et U' deux espaces vectoriels sur F de dimensions d et d'. On suppose d 
pair et d' impair. On note M et M' leurs groupes lineaires et on introduit les ensembles 
M et M' comme en 1.2. Posons r = (d' - d - l)/2 si d' > d, r = (d - d' - l)/2 si d > d'. 
Fixons un isomorphisme U' = U @ Z 2r +i si d' > d, U — U' © ^r+i si d > d', avec la 
notation introduite en 2.1. Fixons un element i/i G F x . Si d' > d, on plonge M dans M' 
en identifiant toute forme bilineaire rh sur U a la "somme directe" de rh et de la forme 
Q2r+i,-u-L sur Z 2r+ i. Si d > d', on plonge M' dans M en identifiant toute forme bilineaire 
rh' sur [/' a la somme directe de rh' et de la forme q2 r +i, Vl sur Z 2r +i- 

Soit 7r G Temp(M(F)), supposons 7r autoduale, c'est-a-dire isomorphe a sa contragrediente 
7r v . Soit de meme ir' G Temp(M'(F)), supposons n' autoduale. On note et u n ' les 
caracteres centraux de n et n' et e(s, 7r x it', ipp) le facteur e defini par Jacquet, Piatetski- 
Shapiro et Shalika. On pose 

e^y) = e vi yy = ^((-i)^- 1 '/^)^^-!)^^^)^^^ 

Remarque. Ici encore, si d' > d, la formule n'est pas la meme que celle de [W3] en 
ce qui concerne les signes. Mais on a aussi modifie dans ce cas le plongement de M dans 
M' . 

Dans [W3], on a calcule ce nombre € v1 (tt,tt') par une formule integrate que nous 
allons rappeler. On peut prolonger la representation n a M(F). C'est-a-dire que Ton peut 
definir une application n de M(F) dans le groupe des automorphismes lineaires de E n de 
sorte que n(mmm') = 7r(m)-7f(?fi)7r(m / ) pour tous m,m' G M(F), rh G M(F). On peut 
supposer 7r unitaire. Alors tx est uniquement definie a une homothetie pres de rapport 
un nombre complexe de module 1. Pour determiner entierement tt, on utilise la theorie 
des modeles de Whittaker. Fixons une base (uj)j =lj ,„ jd de U, qui permet d'identifier M 
au groupe matriciel GL^. On note N le groupe des matrices unipotentes triangulaires 
superieures. On appelle fonctionnelle de Whittaker sur E n toute forme lineaire : E n — > 
C telle que (p(n(n)e) = i>F(52j=i d-i n j,j+^) ( f ) ( e ) P our tous n G N(F) et e G E n . On sait 
que l'espace de ces fonctionnelles est une droite. On a defini un element 6d de M(F) en 
1.8. On verifie que l'application i— > <fi o n(0d) conserve la droite des fonctionnelles de 
Whittaker. On peut alors normaliser tt de sorte que cette application soit l'identite. On 
verifie que cette normalisation depend de ipp mais pas de la base (wj)j=i,...,d choisie. On 
prolonge de la meme facon la representation n' en une representation n' de M'(F), que 
l'on normalise de meme. 
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Supposons pour fixer les idees d < d' . On va definir un ensemble T de "sous-tores" de 
M. Considerons une decomposition U = Wt © Ut telle que dim(WT) soit paire. Notons 
(Mt, Mt) le groupe tordu associe a Wt- Soit (T, Tw) un sous-tore tordu maximal de 
(Mt, Mt)- Une fagon de definir cette notion est de dire qu'il existe un element fortement 
regulier rh £ M T (F) de sorte que, en notant T b le commutant de rh dans M T , T soit le 
commutant dans M T de T b et que T w soit egal a Tfn. Remarquons que T b ne depend que 
de Tw et pas de rh. On suppose T b anisotrope. Soit qu,T une forme bilineaire symetrique 
non degeneree sur Ut- On note T l'ensemble des elements de M qui sont somme directe 
d'un element de T w sur Wt et de l'element qM,T sur Ut- On note U' T = Ut © Z 2r +i 
et qu> \t 1 & somme directe de qM,T et de q 2r +i- vi . On suppose que les groupes speciaux 
orthogonaux des formes qM,T et qu\T sont quasi-deployes. L'ensemble T est l'ensemble 
des "sous-tores" T verifiant toutes ces conditions. Remarquons qu'a tout tel element 
T est associe un sous-tore maximal T de Mt ainsi qu'un automorphisme de ce tore 
que l'on note 9 : c'est l'element 9i pour n'importe quel element t e T. On note Tq 
la composante neutre du sous-groupe des points fixes de 6 dans T (c'est le tore note 
T b ci-dessus). On note f(F) /g le quotient de f(F) par la relation d'equivalence : deux 
elements sont equivalents si et seulement s'ils sont conjugues par un element de T(F). 
On munit T(F)/g d'une mesure de sorte que, pour tout t G T(F)/g, l'application 1 1— > tt 
de Tg{F) dans T(F)/$ conserve localement les mesures. Considerant que le groupe M 
agit par conjugaison sur M, on definit le normalisateur NorrriM(T). On note G qMT le 
groupe special orthogonal de {JJt-,<Im,t)- On pose 

W(M,f) = Norm M (f)(F)/(T(F) x G gMT (F)). 

Ce groupe est fini. Les representations n et n' admettent des caracteres, lesquels ont 
localement des developpements comme dans le cas des groupes non tordus ( [C] theoreme 
3). On peut copier les definitions de 2.1 (en remplacant u par ui) pour obtenir des 
fonctions c% et c%' presque partout sur T(F). II reste a definir une fonction A sur T(F). 
Pour cela, soit t un element fortement regulier de T(F). Notons ( G H son image par 
l'application p^ T de 1.4. On pose A(t) = A(£). 

Le groupe M(F) agit par conjugaison sur T. On fixe un ensemble de representants 
T des classes d'equivalence. Posons 

f er 

/ c# (t) £- , (i ) D A? (i) A (t) r dt. 

Jf(F) /e 

Cette expression est absolument convergente et le theoreme principal de [W3] affirme 
l'egalite 

Pour demontrer ce theoreme, on a besoin de resultats issus de la formule des traces locale 
tordue. Cette formule n'existe pas encore dans la litterature. On a admis les resultats en 
question. 
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2.4 Reformulation de e ffe0TO)I/1 (7r, 7r') 

Notons X>(d, cf ) l'ensemble des entiers d qui verifient la condition 

(1) d est pair et < d < inf(d, d'). 

Pour tout element d de cet ensemble, posons 

= f F*/F*' 2 , si d < 
v 7 [ {— z/i}, si d = a. 

Supposons d < d' (des considerations similaires s'appliquent au cas > d' en echangeant 
les roles de M et M' et en changeant v x en — v-i). Pour d G X>(d, d') et // G -M(d), fixons 
une decomposition [/ = © £/d, ou dim(Wd) — d. Une preuve similaire a celle de 
2.2(5) montre qu'a equivalence pres,il existe une unique forme bilineaire symetrique non 
degeneree gd,^ sur Ud telle que, d'une part le groupe special orthogonal de (Ud, qd,n) soit 
quasi-deploye, d'autre part la forme qd,^ © q2 r +i,-v 1 sur Ud © Z 2r +i soit equivalente a la 
somme de plans hyperboliques et de la forme (A, A') h- > 2fi\\' sur F. On fixe une telle 
forme. 

Soit T G T. On verifie qu'il existe un unique couple (d, //), avec d G V(d,d f ) et 
G .M(d), tel que le triplet (Wr, Ut, ?m,t) soit conjugue par un element de M(F) a 
(Wd, Ud, qd,^)- On peut done supposer que pour tout T 6 T, le triplet (Wt, £/t, <Zm,t) est 
egal a (Wd, Ud, qd,n) pour un tel couple (d, //). Cela decompose T en union disjointe de 
sous-ensembles Td,^- Fixons (d,/i) et considerons la contribution de Td^ a e geomiUl (7r , ir') . 
Introduisons le groupe tordu (M&, Md) associe a W^- A chaque T G 7d iAt est associe un 
sous-tore tordu maximal (Td, Td) (que Ton notera simplement Td) de ce groupe tordu de 
sorte que T soit l'ensemble des sommes directes d'un element de T d sur Wd et de qd lfl 
sur U d - Quand T decrit T d ^, le tore T d decrit un ensemble de representants des classes 
de conjugaison par M^(F) dans l'ensemble des sous-tores tordus maximaux T" de Md 
tels que T' e soit anisotrope. Le groupe NorrriM(T) est le produit de NormM d (Td) et du 
groupe orthogonal ^ de l'espace quadratique (Ud,qd,»)- Done 

W(M,T) = W(M d ,f d ) x (G+ d jF)/G qd jF)). 
Le dernier quotient a 2 elements si d < d, un seul si d = d. Cela conduit a poser 



c(d) 



1/2, si d < inf(d,d'), 
1, si d = inf(d, d'). 



D'autre part, les fonctions et c%> sur T(F) s'identifient a des fonctions sur T d (F). On 
peut en fait etendre leur definition et les definir sur tout Md, re g(F). II faut prendre garde 
au fait qu'elles dependent de \i. Plus precisement, la donnee de \x definit un plongement 
de Md dans M : on identifie tout element m d G M d a l'element de M qui est la somme 
directe de rhd sur Wd et de gd,^ sur Ud- Posons 

X(d,d') = U d ev(d,d>)(M(d) x Md(F) ani /conj). 

On peut considerer que les fonctions c% et c%' sont definies sur cette variete. II en est 
de meme des fonctions D M et A. II y a aussi une fonction evidente sur cette variete 
qui associe a tout point l'indice d de la composante qui contient ce point. Avec ces 
definitions, on obtient l'egalite 

(1) e g „ = [ c(d)|2r; +r+r(d - d) c,(f)c^(5) J D^(5)A(£)^x. 

JX(d,d') 
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Posons 

E*(d,d f ) = U d6 x»( djd /)S* e9)d . 

D'apres 1.4, il y a une application naturelle de X(d, d') vers <f ) qui est un revetement 
analytique. On prendra garde au fait que cette application ne preserve pas localement 
les mesures : le calcul de 1.4 montre que le jacobien est |2|^/ 2 . 



3 Endoscopic 

3.1 Rappels sur le calcul des fonctions c a @ 

Considerons un espace quadratique (V, q') de dimension d' impaire. Soit V = WQ)V^ 
une decomposition orthogonale telle que dim(W) soit paire. On note G', Gw et G[ les 
groupes speciaux orthogonaux de V, W, VJ'. On suppose deploye. Soient a' une 
representation admissible irreductible de G'(F) et t un element semi-simple de Gw(F) 
tel que G\ — T x GL ou T est un sous-tore de Gw Le caractere CT / se developpe au 
voisinage de t selon 2.1(5), et l'ensemble Nil(g' t (F)) = Nil(g'^(F)) contient une unique 
orbite reguliere O reg . Nous allons rappeler une formule qui calcule le coefficient c a > t o rt , g (t). 
Fixons un sous-tore deploye maximal Tjj de GJ et un element regulier Yj e tp(F). On 
definit la fonction .D^n sur g$(F) comme on l'a definie sur G'^(F). On a alors l'egalite 

(1) c a ,, 0r Jt) = |^(G / s ,T tt )r 1 ^m AeF x iA ^ O (7 ,(te^(Ar tt )) J D G '»(Ar tt ) 1 / 2 
cf. [Wl] p.115. 

Considerons maintenant un espace quadratique (V, q) de dimension d paire. Soit V = 
W © Vjj une decomposition orthogonale telle que dim(W) soit paire. On note G, GV et 
Gjj les groupes speciaux orthogonaux de V, W, VJ. On suppose G§ quasi-deploye. Soient 
a une representation admissible irreductible de G(F) et t un element semi-simple de 
G\y(F) tel que G ( = T x Gj, oil T est un sous-tore de Gw Fixons un sous-tore maximal 
T}j de Gjj contenu dans un sous-groupe de Borel, et un element regulier e tj(F). Si 
dim(Vj) < 2, il n'y a encore qu'une orbite nilpotente reguliere O reg dans g$(F) et on a 
l'egalite 

(2) c^rjt) = |^(G a ,T a )r 1 ^m AeF x iA ^ O (T (te^(AY tt )) J D G HAY tt ) 1/2 . 

Supposons maintenant dim(Vy) > 4. Notons q$ la restriction de q a Vjj et son dis- 
criminant. Si 5jj = 1, l'ensemble des orbites nilpotentes regulieres dans g$(F) est pa- 
rametre par A/jj = F x /F x,2 1 cf. 1.7. On pose ^ = 1 et on note T$ l'ensemble des 
couples (F', F') ou F' est une extension quadratique de F (il s'agit de vraies extensions 
quadratiques, l'algebre F' = F © F est exclue ; la meme remarque vaut ci-dessous). 
Si #jj 7^ 1, posons = F(y/6$). Fixons ^ G F x tel que ^ soit equivalente a une 
somme orthogonale de plans hyperboliques et de l'espace E§ muni de la forme (v, v') \— > 
r}$traceEu/F(TE t /F(v)v'). L'ensemble des orbites nilpotentes regulieres dans Q$(F) est pa- 
rametre par A/j = r)$NormE s /F{E^) / F x ' 2 C F x /F x ' 2 . Considerons l'ensemble des couples 
d'extensions quadratiques (F\, F2) = (F(y/Si), F(y/52)) de F tels que S1S2 = <5jj.On y in- 
troduit la relation d'equivalence : (F 1; F 2 ) est equivalent a (F 2 , Fi). On fixe un ensemble 
de represent ants J 7 ^ des classes d'equivalence. On a parametre en 1.4 les classes de conju- 
gaison d'elements semi-simples reguliers de G$(F). Un parametrage analogue vaut pour 
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les elements semi-simples reguliers de 0j(F) : il suffit de remplacer les donnees yi telles que 
UiTiilli) = 1 par des donnees Y{ telles que Y{ + TiiYi) = 0. Posons J = {1, rfim(VJ)/2}. 
Pour j G J posons F±j = F et, si j > 3, Fj = F®F. Considerons un couple (iq, F 2 ) G ^-jt- 
Fixons une famille (Yj)j eJ , en "position generale", telle que, pour tout j G J, Yj soit un 
element de Fj tel que Fj+r^lj) = 0. Fixons deux families c + = (c+)j = i j2 et c~ = (c~) J= i i2 
d'elements de F x telles que pour e = ±, 

sgn Fl/F (c\) = esgn Fl/F (r] i (l - Norm Fl/F (Y 1 )Norm F2 / F (Y 2 )~ 1 )), 

sgn F2/F (c e 2 ) = esgn^/p^l - Norm F2/F (Y 2 )Norm Fl/F (Y 1 y 1 )), 

On verifie que, pour e = ±, les families £ = ( J, (F±j)j eJ , (Fj)j e j, (Yj)j eJ ) et c e pa- 
rametrent une classe de conjugaison d'elements semi-simples reguliers dans Q${F). Plus 
exactement, elles en parametrent deux, qui sont conjuguees par le groupe orthogonal. 
On fixe un element Y Fi p 2 dans l'une de ces classes. On suppose que Y F F2 et Y F Fi sont 
stablement conjugues. On note T F F2 le commutant de Y F F2 dans G$. Pour ji G A/j, on 
a alors l'egalite 

(3) ^(t) = / ? m AeF x, 2iA ^ (|^(G tt ,T tt )|- 1 O CT (tea:p(Ar tt )) J D G HAr tt ) 1 /2 
(i 7, i,-F 2 )eJ r t t t=± 

cf. [Wl], p. 115 (les definitions de cette reference sont un peu plus compliquees, Dieu sait 
pourquoi). Remarquons que l'on pourrait remplacer le terme sgn Fl / F (/j,r]f i ) par sgn F2 / F (fj,r)$) : 
si <5jj = 1, Fi — F 2 ; si 5$ 7^ 1, le produit de ces deux termes vaut sgriE t / F ((J>r)$) = 1. La 
formule suivante nous sera utile : 

(4) Ml" 1 ^ c^(i) = Zim A _ |W(G' B ,r i )|- 1 e CT (^p(Ay„))L' G »(Ay i ) 1 / 2 . 

En effet, cette formule est immediate quand dim(V^) < 2. Supposons dim{V^) > 4. Quand 
// decrit A/j, /i^j decrit F x /F x ' 2 si <5jj = 1, le sous-groupe Norm Ft / F (E^) / F x ' 2 quand 
5fl 7^ 1. Pour (Fi,F 2 ) G JFjj, les conditions eq<5 2 = S$ et eq 7^ 1, 5 2 7^ 1 entrainent que 
sgn Fl / F est non trivial sur le groupe precedent. Done 

E s 9 n F i /F{.md = °> 

et (4) se deduit de (3). 



3.2 Definition d'une multiplicity stable 

On considere deux couples (V, g) et (V, c/) d'espaces quadratiques de dimensions d et 
cf . On suppose d pair et cf impair. On note G et G' les groupes speciaux orthogonaux et 
on les suppose quasi-deployes. On considere, dans un groupe de Grothendieck convenable, 
une combinaison lineaire finie 

e = y^Qfcgfc 

k 

ou les a fc sont des nombres complexes et les a k appartiennent a Temp(G(F)). On pose 
©e = J2k a fe@cr fe et on suppose que ©s est stable en tant que distribution ou, ce qui 
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revient au meme, qu'elle est constante, en tant que fonction, sur les classes de conjugaison 
stable. On considere de meme une combinaison lineaire finie 

k 

oil les a' k appartiennent a Temp(G'(F)). On definit Os' et on suppose que Gjy est stable. 

On definit E*(q, q') comme en 2.2. Soit f = (J, (F ±i ) ieI , (Fi) ieI , (yi) ie i) e q'). On 
pose 1^ — I — I*. En imitant la preuve de 2.2(5), on voit qu'il existe a equivalence pres 
une unique decomposition orthogonale (V, q') = (W, qw) © (VJ, cQ telle que dim(W) = 
d,£, 5(qw) = 8% et le groupe special orthogonal de (Vjp q'a) soit deploye. L'element £ pa- 
rametre deux classes de conjugaison stable dans le groupe special orthogonal de (W, qw)- 
Fixons un element t' dans l'une d'elles. Par linearite, on peut definir le terme cs',o (£')■ 
II est facile de voir que, parce que E' est stable, il ne depend pas du choix de t'. On le 
note simplement Ce'(£)- 

Supposons d,£ < d. II existe de meme une decomposition orthogonale (V, q) = (W, qw)® 
(Vjj, q$) telle que dim(W) = d^, S(qw) = $z et le groupe special orthogonal G$ de (Vj, q$) 
soit quasi-deploye. L'espace (W, qw) n'est pas en general le meme que ci-dessus et la 
decomposition n'est pas forcement unique. Fixons-la. De nouveau, £ parametre deux 
classes de conjugaison stable dans le groupe special orthogonal de (W,qw)- Fixons un 
element t dans l'une d'elles. Notons A/jj l'ensemble des orbites nilpotentes regulieres dans 
Q$(F). Par linearite, on definit le terme ce,o(£) pour O G A/j. Posons 

Cs (o = Yl c ^(t). 

oeAf s 

Ce terme ne depend pas du choix de t. En effet, la formule 3.1(4) le calcule comme la 
limite d'une expression oil t n'intervient que par une valeur Q-s(texp(\Y$)) du caractere 
©£. Quand on change le choix de t, disons qu'on le remplace par t\, on peut choisir Yy 
qui verifie relativement a t\ les memes conditions que Y$ verifiait relativement a t et qui 
est tel que tiexp(XY 1 ^ i ) soit stablement conjugue a texp(XY^). L'independance du choix 
de t resulte alors de la stabilite de E. 

Supposons maintenant d% = d. L'element £ parametre deux classes de conjugaison 
stable dans G(F), qui sont conjuguees par le groupe orthogonal. On fixe des representants 
ti et t 2 de chacune d'elles et on pose ce(£) = Os(^i) + Os(^)- 

On pose r = (\d- d'\ - l)/2 et 

(1) 5(E, E') = 5(E', E) = / 2^c s (0c s ,(0^" /(<i ' <i ' ) (0A(0 r ^, 

JS*(q,q') 

cf. 1.5 pour les notations. 

3.3 Transfert de multiplicites 

On considere une paire d'espaces quadratiques (V,q) et (V',q') comme en 2.1. On 
considere de plus quatre espaces quadratiques (V+,q+), (V-,q-), (V+,q' + ), (V!_,q'_). On 
utilisera quelques notations que Ton espere maintenant evidentes : d + est la dimension 
de V + , G + est le groupe special orthogonal de (V + ,q + ) etc... On impose les hypotheses 
suivantes : 
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(1) d + et d- sont pairs, d + + d- — d, 5(q + )5(q-) = 5(q) ; 

(2) d' + et d'_ sont impairs, d' + + d'_ = d' + 1 ; 

(3) les groupes G' + , G"_ sont deployes et les espaces (V+,q + ) et (V-,q-) verifient la 
condition (QD) de 1.7. 

Le groupe G + x G_ est un groupe endoscopique de G et G' + x G"_ est un groupe 
endoscopique de G' . On utilise les facteurs de transfert definis en 1.7. Dans les formules 
(1) et (3) de ce paragraphe interviennent des termes A_ 2 %')(£+' £-> c ) et ^fo<5(g)(£+> c). 
On remarque que ce sont les memes car —28(q') = vo5(q). On note simplement ce terme 
A(£ + ,£_,c). Les hypotheses de 2.1 entrainent que G' est deploye si et seulement si 
l'hypothese (QD) de ce paragraphe est verifiee. Done, ou bien on a les egalites 

(V,g) = (V,q) et (V!, g') = (V, q') ; 
ou bien on a 

(V,?) et (Z'?')^(ng'). 

Considerons une combinaison lineaire finie 

k 

ou les o"^, , appartiennent a Temp(G' + (F)). On considere des combinaisons lineaires ana- 
logues £'_, £', S + , £_ et £ relatives aux groupes G"_, G", G + , G_ et G. On suppose 

(1) les caracteres ©e' + > ©e'_> @e+ et ©£_ sont stables; 

(2) Os' est le transfert de ©^ x @s'_ et 0£ est le transfert de ©s + x ©£_. 

On a defini des termes S(Y, + , E' + ), 5 (£+,£'_) etc... en 3.2. En prolongeant par bi- 
linearite l'application (cr, cr') i— > m geom (a, a') de 2.1, on definit m geom (E,E'). On pose 

, „,s _ J 1, si G" est deploye, 
^ ' \ — 1 5 sinon. 

Proposition. Sous ces hypotheses, on a l'egalite 

m 9eom (E, £') = ^(S(E + , E' + )S(E_, E'_) + fJi(G')S(Z + , E'_)S(E_, E' + )). 

Preuve. On suppose pour fixer les idees d < d' . Le membre de gauche de l'egalite 
a prouver est une integrate sur un revetement de H*(c/, q'). Le membre de droite est la 
somme de deux integrates, l'une sur E*(q + ,q' + ) x H*(c/_,g^) et l'autre sur E*(q + ,q'_) x 
S*(c/_, q' + ). Si G et G" sont quasi-deployes, l'application "reunion disjointe" envoie chacun 
de ces ensembles dans H*(c/,c/) et preserve localement les mesures. Ce n'est plus tout-a- 
fait vrai si G ou G' n'est pas quasi-deploye, a cause de la condition (2) de 2.2 qui n'est 
pas verifiee sur l'image de l'application reunion disjointe. Notons S* t (c/, q') la reunion de 
E*(q,q') et de l'ensemble reduit au terme £ = (e'est-a-dire l'ensemble d'indices / est 
vide). On a "E* t (q,q') = E*(q,q') si G et G' sont quasi-deployes. L'application reunion 
disjointe ci-dessus est toujours a valeurs dans cet ensemble. L'egalite de l'enonce est de 
la forme 

/ h(m= I urn, 

oil /i(£) = si £ = ^ E*(q,q'). Pour la prouver, il suflit de fixer £ e S* t (c/, c/') et de 
prouver l'egalite /i(£) = / 2 (f). Fixons done £ = (7, (F ±i ) ie j, (Fi) i6 j, (j/i)i e j), en supposant 
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d'abord £ G S*(g, g'). On pose d = ^ et <5 = <5^. La fibre du revetement C(q; q') au-dessus 
de £ est en bijection avec une classe C e (£) C C(£). Pour c = (cj)j £ j* G C e (£), notons 
x(£, c) le point de la fibre parametre par c. D'apres 2.2(8), on a 

/i(0= E cx(x(^c))cv(x(Z,c))D G (x(Z,c))A(x(Z,c)y, 

our — (d' — d — l)/2. En utilisant les notations introduites en 1.5, c'est aussi 
(1) /i(0 = ^(OA(O r E c s (x(£,c))c s ,(x(£,c)). 

Pour tout V C 7, posons f(J') = (/', (F ±i ) ieI ,, (Fi) ieI ,, (yi) ie r). L'application (h,I 2 ) >-»■ 
(£(7i), £(7 2 )) est une bijection de l'ensemble des couples (Ii,I 2 ) tels que I\U I 2 — I sur 
l'ensemble des (£1, £2) G S* eff x S* eff tels que £1 U £2 = £• Notons X + , resp X - , l'ensemble 
des couples (7i,7 2 ) tels que 7i U 7 2 = 7 et (£(7i), £(7 2 )) G H*(g + ,g+) x Z*(q_,q'_), resp. 
(£(/i),£(/ 2 )) G E*(q + ,q'_) x 5*(g_,g^). En utilisant la definition 3.2(1), on a l'egalite 

(2) / 2 (0 = 2 d - 1 ( E ^ + (£(/ 1 ))c sV (£(7 1 ))ce_(£(/2))^_(£(/ 2 )) 
(/i,/ 2 )ex+ 

fl™/^*)^))^/^^ £ ^(£(70) 

(h,h)ei- 

oil on a pose \d+ — d' + \ = 1 + 2rf, \d- — d'_\ = 1 + 2^, |d + — d'_\ = 1 + 2rf, |d_ — d' + \ = 
l + 2r+. 

Introduisons le sous-espace quadratique (W d: g : q d j) de (V, q), cf. 2.2, les decompositions 
orthogonales (V,q) = (W d:S , q djS ) © (V(,g|t), (V",g') = (W d) «, g d ,«) © (Vj,', gjj) et les nota- 
tions afferentes. Les elements c) appartiennent au groupe special orthogonal Gd^T 1 ) 
et sont en position generate. Le terme C£/(x(£, c)) est calcule par la formule 3.1(1). Dans 
celle-ci, Yj appartient a l'algebre de Lie d'un tore deploye. Sa classe de conjugaison stable 
est egale a sa classe de conjugaison. Elle est parametree par (J, (F±j) je j, (Fj) jeJ: (Yj) j( zj), 
oil J = {1, {d! — d — 1)/2} et, pour tout j G J, F±j = F, Fj = F®F, Yj est un element 
de F* tel que Yj+Tj(Yj) = . La classe de conjugaison stable de l'element c)exp(XY^) 
est parametre par la reunion disjointe de £ et de C = (7, (F±j)j e j, (Fj)j e j, (exp(XYj))j e j). 
De meme que Ton a defini £(7') pour I' C 7, on definit C(^0 pour J' C J. Les elements 
de G' + (F) / stconj x G'_(F) / stconj dont l'image par la correspondance endoscopique 
est la classe de conjugaison stable de c)exp(Al^) sont parametres par les couples 
(£(7l) U £( Ji), £(7 2 ) U C(7 2 )), oil (7 1; 7 2 , Ji, J 2 ) parcourent l'ensemble des quadruplets tels 
que 7i U 7 2 = 7, Ji U J 2 = J et 

+ 2 j «7i j + 1 = d' + , d^i 2 ) + 2|7 2 | + 1 = d'_. 

Assimilons toute fonction definie sur un ensemble de classes de conjugaison stable a une 
fonction definie sur l'ensemble de parametres correspondant. Grace a 1.7(1), la formule 
1.6(1) s'ecrit 

(3) s K^(e,c)e^(AF fl )) J D d '(£UC) 1/2 = E ©s;(£(7 1 )uC( J 1 ))^+(£(7 1 )UC( J:)) 1 / 2 

Il,l2,Jl,J2 
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e s ,_(£(/ 2 ) u((j 2 ))D d '-(t(i 2 ) uc(J 2 )) 1/2 A(e(/i) uc(Ji),e(/ 2 ) uc(J 2 ),c), 

ou l'ensemble de sommation est celui que Ton vient de decrire. Montrons que 
(4) on a l'egalite A^h) U C(Ji), £(/ 2 ) U C( J 2 ), c) = A^fr), £(J 2 ), c). 
D'apres les definitions de 1.5, il suffit de prouver que, pour tout % G /, le terme 

A = (-l)^ /2 ^ uc (y0^uc(-l)?/r dc/2 

est le produit de B = P^y^P^— 1) et d'une norme de l'extension Fi/F±i. Pour tout 
j G J, ecrivons exp(Alj) = (a^, aj 1 ) G F © F = Fj. Alors 

A = B H(- yi )-\ yi - a 3 )(y t - a7 1 )(-l - % )(-l - aj 1 ), 

d'ou 

^ = sIJ(yi-fli)(yr 1 -%)(-! -O 2 - 

Le terme indexe par j dans ce produit est la norme de — a.,)(— 1 — a" 1 ), et cela prouve 
(4). 

Faisons maintenant tendre A vers 0. Remarquons que 

D d \i U C) 1/2 = D d \i) l / 2 D G '^exp{\Y^) 1 / 2 . 

D'autre part, W(GpT$) est le groupe de Weyl d'un systeme de racines de type B\j\, 
notons w(B\j\) son nombre d'elements. Grace a 3.1(1), le membre de gauche de (3) tend 
vers 

w{B\ A )D G \tyl\v{x{^c)). 
De la meme fagon, un terme comme 

0E;(e(/i)uC(Ji))^' + (e(/i)uC(Ji)) 1/2 

tend vers 
On obtient 

w(B m )D d '(0 1/2 c^,c)) = A(£(ii),£(i2), c ) w (B\j 1 \)w(B\j 2 \)D d '+(£(I 1 )) 1/2 

h,h,Ji,J2 

D d Hm) 1/2 cv + m))cv_m)Y 

On decompose la somme en une somme sur les couples (ii,/ 2 ) et une somme interieure 
sur les (Ji, J 2 ). Les couples (hjh) sont soumis aux seules conditions 

(5) AU/ 2 = /, < d' + , d ah) < d'_. 

Fixons un tel couple et considerons la somme interieure. Posons ji = (d' + — d^n) ~ l)/2, 
j 2 = (d'_ — d^(/ 2 ) — 1)/2. Les couples (Ji, J 2 ) sont soumis aux seules conditions JiUJ 2 = J, 
l^il = ji et |</ 2 | = j 2 - Le terme que Ton somme est simplement w(Bj 1 )w(Bj 2 ). La somme 
vaut done 

I JI! 

——w(B h )w(B h ), 
J1U2! 
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et on montre que ceci n'est autre que w(B\j\). On obtient finalement l'egalite 

(6) c s ,(x(e, c)) = D d '(0- 1/2 E A(£(JiU(J a ), / 2 ), 

/i,-f 2 

ou Ton somme sur les (ii, J 2 ) verifiant (5) et oil Ton a pose 

B'(h,I 2 ) = D d ' + (£(h)) 1/2 D d '- (e(/ 2 )) 1/2 c SV (e(/i))cE'je(/2)). 

Le terme cs(x(^, c)) est calcule par la formule 3.1(2) ou 3.1(3) selon que dim(V$) < 2 
ou dim(V$) > 4. Supposons d'abord dim(V%) > 4. Considerons un couple (F 1: F 2 ) G T^. 
Pour e = ±, la classe de conjugaison de exp(XY Fi F J est parametree par 

C = (4 ( F ±j)jeJ, ( F j)jeJ> ( ex P(^ Y j))jej) 

et c e = (Cj)j=i t 2, avec les memes definitions qu'en 3.1. Done la classe de conjugaison de 
x(£, c)exp(XY Fi F2 ) est parametree par £ U ( et c U c e . Les elements de G + (F)/ stconj x 
G-(F)/ stconj dont l'image par la correspondance endoscopique est la classe de conju- 
gaison stable de c)exp(AY^ l F2 ) sont parametres par les couples (£(ii) UC( Ji), £(/ 2 ) LI 
C(J 2 )), ou (h, I 2 , Ji, J 2 ) parcourent l'ensemble des quadruplets tels que ii U I 2 = I, 
J 1 UJ 2 = J, 

(7) d^ h) + 2| Ji| = d+, 4 ( / 2 ) + 2\J 2 \ = d- 

et 

(8) %/i)*c(Ji) = %+)> % 2 )<% 2 ) = %-)■ 

II faut prendre garde au fait qu'ici le parametrage n'est pas bijectif. D'apres la description 
de 1.7, a un quadruplet sont associees deux classes de conjugaison stable dont l'image 
est celle requise, sauf dans le cas ou l'un des groupes G + ou C7_ est reduit a {1}, ou il n'y 
a qu'une classe. Ignorons dans un premier temps cette difficulte, nous indiquerons plus 
tard comment la resoudre. Alors, grace a 1.6(1) et 1.7(3), le terme indexe par (Fi,F 2 ) 
dans le membre de droite de 3.1(3) est egal a 

(9) \D d {0~ 1/2 E E e l^( G «' T A^I" ls ^ 1 /^(^tt)0E + (£(/i)UC(Ji)) 

h,h,Ji,J2 e =± 

D d Wi)uCW) 1/2 eU^2)uC(J 2 )^^ 

Considerons un couple (J±, J 2 ) intervenant ci-dessus et supposons que le sous-ensemble 
{1, 2} de J est inclus dans J\ ou dans J 2 . On voit alors que A(£(7 1 )UC(J 1 ), ^(I 2 )\J((J 2 ), cU 
c e ) est independant de e. Le nombre d'elements de W(G$, T F F2 ) est aussi independant 
de e, notons-le simplement \W(G$,T Flt p 2 )\. La somme en e est alors la somme de deux 
termes opposes, qui est nulle. On peut done se limiter aux couples (Ji, J 2 ) tels que l'un 
des termes contienne 1 et l'autre contienne 2. Si par exemple J± contient 1 et J 2 contient 
2, on a ^(ji) = <5i et ^(j 2 ) = ^ 2 (rappelons que Fj = F(y^6j) pour j = 1,2). Mais alors 
(8) impose les valeurs de 5i et 5 2 . On obtient le resultat suivant. Considerons la condition 

(10) les deux couples (5£(i 1 )5(q + ), 5^i 2 )5(q-)) et (Si,5 2 ) sont egaux a permutation 
pres. 

Si elle n'est pas verifiee, il n'y a pas de couple (Ji, J 2 ) verifiant les conditions requises. 
Poursuivons le calcul en supposant (10) verifiee. Pour fixer les idees, on suppose que les 
deux couples de cette relation sont egaux, le calcul etant similaire si Ton doit en permuter 
un. Alors les couples (Ji, J 2 ) autorises sont ceux pour lesquels 
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(11) si Si 7^ 5 2 , c'est-a-dire si 6$ ^ 1, alors 1 G Ji et 2 G J 2 ; 

(12) si 5jj = 1, alors 1 G Ji et 2 G J 2 ou 1 G J 2 et 2 G Ji. 

Pour un tel couple, montrons que, si A est assez proche de 0, on a 

(13) esgn Fl/F (iy om )A(ah) U C( Ji), £(/ 2 ) U C( J 2 ), c U c e ) = A^), £(/ 2 ), c). 

On doit encore montrer que, pour i G /, le terme A defini plus haut est egal au 
produit de B et d'une norme de l'extension Fi/F ±i . Le terme A est produit de B, de 
termes similaires a ceux traites plus haut, et de deux termes 

{-ViViVi - exp(XYj))( yi - ex P (-\Yj))(-l - exp{XYj)){-\ - exp(-XYj)) 

pour j = 1, 2. Ceci est un element de F ±i . Quand A est proche de 0, il est proche de 

qui est la norme de 2(?/j — 1). D'ou l'assertion. Cela ne suffit pas car, dans le membre 
de gauche de (13), il y a deux facteurs supplementaires : le terme ^sgn Fl / F {vQiri^) et, en 
supposant par exemple 2 G J 2 , un terme sgn F2 / F (i> 5(q)C 2 ) correspondant a l'element 
2 G J 2 . On doit prouver que le produit de ces deux termes vaut e. Rappelons que 

^<S(g)C 2 = (-l) d / 2 i/ %)c|i^ 

Pour j G J\ {1, 2}, posons exp(XYj) = (aj, aj 1 ) G F x © F x = F* . On a les egalites 

P €UC (-1) = P € (-1)P C (-1), 

P| uC (exp(Ay 2 )) = P ? (exp(Ay 2 ))P^(exp(Ay 2 )), 
P{-(exp(XY 2 )) = (exp(XY 2 ) — exp(—XY 2 )(exp(XY 2 ) — exp(XYi))(exp(XY 2 ) — exp(-XYi)) 

II (e^(AF 2 ) - % )(exp(Ay 2 ) - aj 1 ). 
jeJ\{i,2} 

On a done l'egalite 

Vo5(q)C 2 = D ± D 2 D 3 D 4 D 5 

ou 

J D 1 = u S(q)c2, 

D 2 = (exp(XY 2 ) - exp(-XY 2 ))(exp(XY 2 ) - l)' 1 (exp(XY 2 ) + 1), 
D 3 = exp(—XY 2 )(exp(XY 2 ) — exp(XYi))(exp(XY 2 ) — exp(—XYi)), 
D, = (-exp(XY 2 ))- d ^ 2 P ( (exp(XY 2 ))P^-l), 

D 5 = P f (-1) {-exp{XY 2 ))-\exp{XY 2 ) - aj )(exp(XY 2 ) - aj 1 ). 

jeJ\{i,2} 

Introduisons la relation d'equivalence dans P x : a = b si et seulement si a6 _1 est une 
norme de l'extension F 2 /F. Chacun des termes ci-dessus appartient a F x . A equivalence 
pres, on peut les remplacer par des termes qui leur sont assez proches quand A est assez 
proche de 0. Les racines de P^ sont proches de 1, done P^(— 1) est equivalent a (— 2) 2 ' J ' = 
1. Pour j G J\{1, 2}, le facteur indexe par j dans D 5 est egal a aj 1 Norm F2 / F (exp(XY 2 ) — 
aj), qui est equivalent a 1 puisque aj est proche de 1. Done D 5 = 1. Le terme -D4 est 
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equivalent a (-l) d «/ 2 P ? (l)P ? (-l), ou encore a (-l) d f/ 2 P e (l)P^(-l)- 1 . Ceci est le produit 
sur les % G / des termes 

(-lyf^NarrriF./FW, 

ou Ton a pose = On a T;(Y~i) = -Y~j. Done A^orm Fi/F±i (Fi) G -5jP±- 2 , ou Ton 

rappelle que Pj = P±i(v^i)- Le terme ci-dessus est done equivalent a NormF ±1 /F{8i), et 
P 4 est equivalent a ^. Le terme P 3 est equivalent a 

X 2 (Y 2 - Y 1 )(Y 2 + Yi) = -Y^l - iVorm F2/F (y- 2 )iVorm Fl/F (r 1 )- 1 ) 

= - A^orm F2/F (F 2 )A^orm Fl/F (F 1 )" 1 ). 

Le terme P 2 est equivalent a 1. Par definition de fy, on a les egalites 

5(q) = 5^5^ = 5i5 2 5t_ = -5i5^. 

En rassemblant ces calculs, on obtient 

is 5(q)C 2 = v c 2 (l - Norm F2 / F (Y 2 - iVorm Fl/F (Yi) _1 ). 

En utilisant la definition de c 2 , on obtient sgnp 2 / f(^o^(q)C 2 ) = €sgnF 2 /F(vor)$), Qui es ^ 
egal a esgnF 1 /F(vor)$), ainsi qu'on l'a remarque en 3.1. Cela acheve la preuve de (13). 

Maintenant, le terme que Ton somme dans (9) ne depend plus de e. La somme en 
e revient a une multiplication par 2, qui compense le premier facteur |. Faisons tendre 
A G P x ' 2 vers 0. Comme plus haut, un terme comme 

e s+ (e(/i)uc(Ji))^ + (e(/i)uc(Ji)) 1/2 

tend vers 

ou w(Ji) est le nombre d'elements du groupe de Weyl d'un groupe special orthogonal 
"pair" contenant un element parametre par C(-A)- On verifie l'egalite w{J\) = w(B\j 1 \-i). 
Alors la limite quand A tend vers de l'expression (9) vaut 

\W{G h T Fl , F2 )\- 1 A(e(/ 1 ),e(/ 2 ),c) W (P| Jlhl )«;(P| j2hl )P (i+ (e(/i)) 1/2 

hj2,Jl,J2 

II convient maintenant de tenir compte de la dimculte que l'on a signale plus haut et de 
corriger cette formule en consequence. A chaque quadruplet I 2 , Ji, J 2 ) sont en fait 
associees deux classes de conjugaison stable dans G +treg (F) x G- jreg (F) (remarquons que 
les conditions imposees aux quadruplets assurent que J\ et J 2 ont au mo ins un element, 
done que G + et G_ sont non triviaux si l'ensemble de sommation n'est pas vide). Or les 
calculs ci-dessus ne dependent pas de la classe choisie. Done le terme qui nous interesse, 
a savoir la limite quand A tend vers du terme indexe par (Pi,P2) dans le membre de 
droite de 3.1(3), est egale au terme ci-dessus multiplie par 2. On decompose la somme 
ci-dessus en une somme sur les couples (h,I 2 ) et une somme interieure sur les couples 
(Ji, J-i)- Fixons (Ii,I 2 ). La somme interieure est 

w ( B Ui\-i) w ( B \J2hi)- 

Jl,J2 
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Les couples (Ji, J2) sont soumis aux conditions (7), (11) et (12) (toujours en supposant 
les deux couples de (10) egaux). Posonsji = (d + — d^i 1 ))/2, j 2 = {d- — d^i l ))/2. Si 5$ 7^ 1, 
l'application ( Ji, J2) 1— > (Ji \ {1}, J2 \ {2}) est une bijection de notre ensemble de couples 
sur celui des couples (J[, J' 2 ) tels que | J[\ — ji — 1, | J' 2 \ = j2 — 1 et J[ U J2 = J \ {1, 2}. 
Dans ce cas, la somme interieure vaut 

(I-/I-2)! 



(ji-l)!(j 2 -l)! 



et ceci est egal a w(B\j\_ 2 ). Or on verifie que ce nombre est egal a | W(G$, T FltF2 ) |/2. Si 
= 1, il y a deux fois plus de couples ( J±, J 2 ) la condition (12) nous permet d'intervertir 
les places de 1 et 2. Mais W(G$, Tp lt F 2 ) est lui-aussi deux fois plus gros : puisque Fi = F 2 , 
il y a des elements qui permutent les deux premieres composantes du tore. Le resultat est 
done le meme. En tenant compte de la multiplication par 2 que l'on a retabli ci-dessus, 
on obtient que la limite quand A tend vers du terme indexe par F 2 ) dans le membre 
de droite de 3.1(3) est egale a 

^ (0 -i/ 2 ^ A(e(/l))e(/2);C) ^ +(e(/l)) i/ 2 ^- (e(/2)) i/ 2csJe(/l))cs _ (e(/2)) . 
h,h 

Rappelons a quelles conditions est soumis le couple ^2)- II y a la condition de depart 

(14) h U I 2 = I, 

la condition (10) et enfin il doit exister un couple (J±, J2) intervenant dans le calcul 
ci-dessus tel que (7) soit verifie. Cette derniere condition est equivalente a 

di(h) < d + — 2, d^j 2 ) < gL — 2. 

On peut la remplacer par la reunion des conditions 

d^) < d + , <% /2 ) < cL 

et 

(15) si d^ h) = d+, % l} = 6(q+) ; si d^ h) = d_, % a) = <%_). 

En effet, la reunion de cette condition et de (10) interdit les egalites = d + ou 
<%/ 2 ) = oL puisque 5\ et 5 2 sont tous deux differents de 1. 

On doit maintenant traiter le premier terme du membre de droite de 3.1(3). Le calcul 
est essentiellement le meme que ci-dessus, en remplagant (^i,^) P ar (<5"jj , 1) - La seule 
difference notable est que Ton peut avoir des couples ( Ji, J2) dont l'un des termes est vide. 
Cela se produit pour un couple (ii, I2) tel que, par exemple ^(/ 2 ) = d-. Detaillons ce cas. 
II n'y a plus qu'un choix pour (Ji, J 2 ), a savoir Ji = J et J 2 = 0. En supposant que G_ 7^ 
{1}, il n'est plus vrai que les deux classes de conjugaison stable de G +treg (F) x G^ treg (F) 
parametrees par (Ii, I 2 , J 1; J 2 ) donnent la meme contribution. L'analogue de (13) reste 
vrai et la contribution du quadruplet est 

iw^Ta)!- 1 ^- 1 / 2 ^^ 

(e s+ ( y+ )e s _(y_) + e E+ (i4)e E _ (yL)), 

ou et (y' + ,y'_) sont les deux classes de conjugaison stable en question. Comme 

precedemment, quand A tend vers 0, les termes D d + (£(/i)UC(J)) 1/2 ©s + (y+) et D d +(£(/i)U 
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C(^)) 1/2 @s+ (y'+) tendent tous deux vers w(J)D d + (£(/i)) 1/2 c s+ (f (Ji)). Ici w(J) = \W(G h T t ) \ . 
La limite de l'expression precedente est done 

Les deux elements y_ et y'_ sont les deux classes de conjugaison stable dans G- tTeg (F) 
parametrees par £(h)- Par definition, la derniere somme ci-dessus est egale a cj]_(^(h)), 
cf. 3.2. La contribution du couple (J 1 ,J 2 ) a done la meme forme que precedemment. 
On laisse un calcul plus detaille au lecteur. Le resultat est le meme que ci-dessus, en 
remplagant dans la condition (10) le couple (61,62) par le couple (5%, 1). 

Faisons maintenant la somme des contributions de tous les termes du membre de 
droite de 3.1(3). Notons que pour tout couple (I\, I2), il y a un unique couple (6±, 62) (en 
incluant ce dernier couple (5$, 1)) tel que (10) soit verifie. On obtient alors la formule 

(16) c)) = D d (0- 1/2 £ A(e(/i), C(h), c)B(h, I 2 ), 

ou on somme sur les (I 1: 1 2 ) verifiant (14) et (15) et ou Ton a pose 

B(h,I 2 ) = D d +(m) l/2 D d -(m) ll2 cvMh))c^(l2)) 

On a suppose dim(V$) > 4. Le cas dim(V$) < 4 est similaire, avec encore des subtilites 
dues au dedoublement des classes. Le resultat est le meme. 
Grace a (1), (6) et (16), on a l'egalite 

a(o=^)EE E B(h,i2)B\i[,i' 2 )mhim,c)mAim,c), 

ou Ton somme sur les (h,h) verifiant (14) et (15) et les (I[,I' 2 ) verifiant (5) et ou Ton 
a pose 

A(0 = A(0 r D d (0 1/2 D d '(0~ 1/2 - 
Supposons d^O. On a une egalite 

A(e(/i), H(h), c)A(£(/0, c) = a(]J 8gn Fi/F±i (a))([[ sgn Fi/F±i ( Ci )), 

ieh i&I' 2 

ou a est un certain signe independant de c. Rappelons que C(£) e est une classe dans 
C(£) modulo le sous-groupe C(^) 1 forme des c = (ci) ie i tels que Y\ i&1 sgn Fi / F±i (ci) = 1. 
La somme sur c G C(£) e des termes ci-dessus n'est non nulle que si I2 = I' 2 ou /2U/2 = I, 
autrement dit que si (I±, I 2 ) et (I[, I 2 ) sont egaux a l'ordre pres. Si ces deux couples sont 
egaux, on a 

Hi(h),i(h),c)AW 1 ),m,c) = i 

pour tout c et la somme vaut |C(£) e | = 2 d_1 . Supposons (h,h) = (h^i)- La formule 
1.7(1) relie le terme A(£(/{), £(h), c ) au facteur de transfert relatif au groupe endosco- 
pique (G',,G'_) du groupe G", . On sait que, quand on echange les deux termes G' + et 
G'_, le facteur de transfert ne change pas si G' est deploye tandis qu'il est multiplie par 
— 1 si G' n'est pas deploye. On en deduit 

mh 1 ),M),c)=v(G')Am),M),c) 
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pour tout c e C|. La somme qui nous interesse vaut alors (j,(G')2 d 1 . Done 

(17) / 1 (0=^(02 d ^ 1 (A 1+/U (G')A 2 ), 

oil Ai est la somme des B(Ii, I 2 )B'(I 1 , 1 2 ) sur les couples (h, I 2 ) verifiant (5), (14) et 
(15), tandis que A 2 est la somme des B(Ii, I 2 )B'(l2, h) sur les couples (h,I 2 ) verifiant 
(14) et (15) et tels que (I 2 , h) verifie (5). On a suppose d ^ 0. Supposons maintenant 
d = 0, e'est-a-dire £ = 0. Sous l'hypothese £ € E*(q,q'), cela implique que G et G' sont 
quasi-deployes, done fi(G') = 1. II n'y a plus qu'un couple (I\,I 2 ) qui intervient : le 
couple (0, 0) et on obtient 

= A^)A X = A^A 2 . 

La formule (17) reste vraie. Considerons enfin le cas £ = et G ou G' n'est pas quasi- 
deploye. Par definition, = et //(£?') = —1. Avec les definitions ci-dessus, on a 

Ax = A 2 et la formule (17) est encore verifiee. 

Comparons les formules (17) et (2). On voit que les ensembles de sommation qui 
definissent A\ et A 2 ne sont autres que T + et X~ . Pour prouver l'egalite = /2(C) et 
la proposition, il reste a prouver que les termes que Ton somme sont egaux. Faisons-le 
pour les premieres sommes. On fixe done I 2 ) G X + et on compare les termes indexes 
par ce couple dans les formules (17) et (2). Dans les deux apparait en facteur le produit 

2^- 1 c s+ (£(/ 1 ))c sv (£(/ 1 ))c s _(£(/ 2 ))c s ,(£(/ 2 )). 

Les termes restants sont 

(is) A(o r £>*(o 1/2 £*(o- 1/2 ^ 

pour la formule (17) et 

(19) J D m/(d +' d V)(£(/ 1 )) J D-/( rf -. rf '-)(£(/ 2 ))A(£(/ 1 ))^A(£(/ 2 ))^ 
pour la formule (2). En utilisant 1.5(1), on a les egalites 

A(o r D d (o 1/2 D d \o- 1/2 = m~ 1/2 , 

D d+ (£(Ii)) 1/2 D d '+(£(Ii)) 1/2 = /) i ™/( d +' d +)(£(/ 1 ))A(£(/ 1 )) (ma:r(d+ ' c( '+ ) ^ in/( ' i+ ' d + ))/2 

= ^ ri/(d +' d V)(£(/ 1 ))A(£(/ 1 ))^ +1/2 , 

et de meme 

D d -(ah)) 1/2 D d '-(ah)) 1/2 = J D m/(d - d '- ) (e(/ 2 ))A(£(/ 2 ))^ +1 / 2 . 

Done (18) est le produit de (19) et de A(0 _1/2 A(£(/ 1 )) 1 / 2 A(£(/ 2 )) 1 / 2 . Ce dernier terme 
vaut 1. Cela acheve la demonstration. □ 
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3.4 Transfert de valeurs de facteurs e 



On considere deux espaces U et U' comme en 2.3 et deux espaces quadratiques (V, q) 
et (V, q'), dont on note G et G' les groupes speciaux orthogonaux. On suppose dim(V) = 
dim{U) = d, dim(V) = dim(U') — d' et G et G' quasi-deployes. Le groupe G est un 
groupe endoscopique de M et G' est un groupe endoscopique de M' . On utilise les facteurs 
de transfert dermis en 1.8. 

On considere une combinaison lineaire finie 

e = y^afc^fc, 

k 

ou les <7fc appartiennent a Temp(G(F)). On considere une combinaison lineaire analogue 
£' relative au groupe G 1 . On considere une combinaison lineaire finie 

n = ^2b k 7i k , 

k 

oil les 7ik appartiennent a Temp(M(F)) et sont autoduales. Chaque n k se prolonge en 
une representation rr k de M(F), cf. 2.3. On pose 

IT = y^6 fc 7Tfc- 

fe 

On considere une combinaison lineaire analogue II' relative au groupe M', dont on deduit 
une combinaison lineaire IT'. Par linearite, on definit les caracteres O n et Ojj,. On sup- 
pose : 

• les caracteres ©x et Gg/ sont stables ; 

• Q n est le transfert de ©s et Qjj, est le transfert de ©xy. 

Notons —1 l'element central de G(F) qui agit sur V par multiplication par — 1. Toute 
representation irreductible a de possede un caractere central Posons 

£(-1) = ^2a k uj Uk (-l)a k . 

k 

Si une distribution localement integrable D sur G(-F) est stablement invariante, la dis- 
tribution g i — y D(—g) l'est aussi. Done ©s(-i) est stable et on peut definir S(E(— 1), £'). 
En prolongeant par bilinearite l'application (tt, tt') h- > e geomil/1 (7r, 7r') de 2.3, on definit 

^geom^iVn, II )• 

Proposition. Sous ces hypotheses, on a l'egalite 

e geom ^(U,W) = (6(q),2v 1 ) F S(E(-l),E'). 



Preuve. On suppose comme toujours d < d' . D'apres 2.4(1), le membre de gauche de 
l'egalite de l'enonce est une integrate sur X(d, d'), qui est un revetement de S*(d, d'). Le 
membre de droite est une integrate sur E*(q,q'), qui est inclus dans E*(d,d'). On peut 
done ecrire l'egalite de l'enonce sous la forme 

/ /i(Od£= / him- 

Jz*(d,d>) Jz*(d,d') 
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II suffit de fixer £ G <f) et de prouver l'egalite = /2(C)- 

Fixons done £ = (/, (F±j)j 6 j, (Fj)j 6 j, (yi)iei) G d'). Posons d = d^. La fibre de 
X(d,d') au-dessus de £ est en bijection avec Ai(d) x r pa j r (£). Pour un element (/x, 7) de 
cet ensemble, notons x(£, /x, 7) l'element de la fibre parametre par (/x, 7). En se rappelant 
que Ton doit tenir compte du jacobien de l'application de X(d, d!) vers S*(d, d'), de la 
formule 2.4(1) se deduit l'egalite 

A(0 = c(d)\2\ r ; +r+rid - d) - d/2 c n (£(£,^7))cn,(£(£,/i,7)) 

(M,7)GA4(d)xr pair (g) 

^(x(£,/i,7))A(x(£,/i,7)r. 

On a l'egalite A(x(£, /x, 7)) = A(£). II est clair que D M (x(£, /x, 7)) ne depend que de d 
et £. Notons-le F> d (£). On obtient 

(1) a(o = c(d)| 2 r; + ^^ d) - d/2 D d (OA(o r 

5^ Cn(x(£,/x,7))cn,(x(£,/x,7)). 
(//,7)eX(d)xr pair (e) 

La seconde fonction est donnee par 

(9 , , _ S 2 d (5(g),2z/ 1 )FCE(-i)(OcE'(0^(OA(O r , si £ G ~*(g,g'), 
(2) MO-j Q) sinon _ 

Soit (//, 7) G .M(d) x r pa ir(£). Introduisons l'espace quadratique (C/d, <7d,/i) de 2.4. 
Notons-le plutot (Vjj, gj) et notons (VJ', gj) la somme orthogonale (Vj, go)©(^2r+i, ?2r+i,-i/i)- 
Notons Gj et GrJ les groupes speciaux orthogonaux de ces espaces. L'element /x, 7) de 
M'(F) (ou plus exactement un representant de cette classe) a pour commutant connexe 
le produit d'un tore et de GL Ce dernier groupe est deploye et Cjj/(x(£, //, 7)) est donne 
par une formule analogue a 3.1(1), e'est-a-dire 

(3) c n ,(5(£,/x,7)) = |^(G;,T tt )r 1 ^m A _ O u ,(£(£,/x,7)exp(AF a )) J D G '»(AF tt ) 1 / 2 . 

En tant qu'element de flJ(F), la classe de conjugaison de Yj, qui est egale a sa classe de 
conjugaison stable, est parametree par (J, (F±j)j e j, (Fj)j e j, (Yj)j e j), oil J = {1, (d' — 
d — l)/2} et, pour tout j G J, F±j = F, Fj = F © F et Yj est un element de F* tel que 
Yj + Tj(Yj) = 0. Cela signifie que Ton peut decomposer (Vjp gj) en somme orthogonale 

ou F> est une droite et chaque Fj est un plan hyperbolique, et Y agit par multiplication 

par sur D et par Yj sur Fj. La restriction de gjj a Fx est forcement equivalente a la forme 

(a, a') 1— > 2fj,aa' sur F. On en deduit le parametrage de /x, 7)exp(AY ? ) dans M'(F). Sa 

classe de conjugaison stable est parametree par oil £ = (J, (F±j)j €j , (Fj)j eJ , (exp(2XYj))j eJ ). 

Sa classe de conjugaison est parametree par l'element supplementaire (2/x, 7) de rj mp (£U 

£). D'apres 1.6(2) et 1.8(1), l'egalite (3) se transforme en 

c fl ,(x(£,/i,7)) = |^(G / a ,T a )r 1 /^oA(£UC,(2/x,7)K(A)O s KeuC), 
oil on a pose 

d'( A) = Df m, /x, 7) ) - l/ 2 D G * ( A Y t ) V*D* {i U 1/2 . 
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On verifie comme en 3.3(4) l'egalite 



A(euC,(2/i, 7 )) = A(e,(2/i, 7 )). 
En se reportant a la definition de la fonction D^f \ cf. 1.6, on voit que 

D f\x) = \2\- {d ' +1)/2 D^(x) 

pour tout x G M' reg (F). L'exposant —(d'+ l)/2 est obtenu ainsi : notons T le commutant 
de M'~ dans M' ; alors l'exposant est dim(M'~) — dim{T). On obtiendrait — d/2 si Ton 
remplagait M' par M. Done 

d'(\) = \2\^' +1)/4 D d '^r 1/2 D d '^UC) 1/2 . 

La formule 3.1(1) montre que 

\W(G' p T t )\- 1 lim x ^D d '^ U C) 1/2 e s ,(£ U C) = D d '(0 1/2 cv(0- 

D'ou 

(4) c n ,(x(e,/i, 7 )) = |2|g' +1)/4 £> d '(0- 1/2 ^'(0 1/2 A(e, (2^,7))ce'(0- 

Calculons maintenant c^x^, /z, 7)) en supposant d'abord dim(Vjj) > 4. Alors ce 
terme est donne par une formule analogue a 3.1(3). Considerons la contribution d'un 
couple (iq, F2) G JFjj. II intervient un terme Q^x^, /i, r y)exp{\Y Fi Fi )). Comme ci-dessus, 
on peut le calculer comme une somme sur les elements y G G reg (F) j 'stconj qui corres- 
pondent a la classe de conjugaison stable de x(£, /z, ^)exp(\Y FiF2 ) . Ces y ne dependent 
pas de e. Le terme que Ton somme est le produit de 

et d'un terme qui ne depend pas de e. Le point est qu'en se reportant a la formule 
1.8(2) qui calcule ce facteur de transfert, on voit que le facteur ci-dessus ne depend 
pas non plus de e. Puisque e intervient en facteur dans la formule 3.1(3), la somme sur 
e de ces termes est nulle. II ne reste que la contribution du premier terme de 3.1(3). 
En tant qu'element de Q$(F), la classe de conjugaison stable de Yj est parametree par 

(J, (F±j)jeJ, ( F j)jeJ, ( Y j)jej), ou : 

• J = {l,..,(d-d)/2}; 

• si 5(q$) = 1, F±j = F et Fj = F Q) F pour tout j G J ; si 5(q$) 7^ 1, il en est ainsi 
pour tout j G J \ {1}, tandis que F±\ = Fet F 1 = F(y/S{^)); 

• pour tout j G J, Yj est un element de F* tel que Yj + Tj(Yj) = 0. 

La classe de conjugaison stable de x(£, //, j)exp(XY^) est parametree par £ U (, ou 
( = (J, (F±j)j e j, (Fj)j e j, (exp(2XYj))j eJ ). Si 5$ = 1, sa classe de conjugaison est pa- 
rametree par l'element supplementaire 7 G T pair (^ U () = r pair (l;). Poursuivons le calcul 
en supposant 6(q$) 7^ 1, le cas ou ce terme vaut 1 ne differant que par les notations. L'es- 
pace quadratique Vj est somme orthogonale des Fj pour j G J. Pour j ^ 1, Fj est un plan 
hyperbolique. Pour j = 1, F\ est muni d'une forme (v,v f ) 1— > traceF 1 /F(Ti(v)v'r)). Mais, 
par definition de l'espace quadratique (Ud,qd,n), on s& it que VJ est somme orthogonale 
de plans hyperboliques et d'un plan F 2 muni de la forme 

((a, 0), (a', (3')) h-> 2/W + 2^(3(3'. 
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On en deduit les egalites 5(q$) = —v\[i et 77 = /i mod NorrriF 1 /F(Fi). Notons 7j la 
famille indexee par l'unique element 1 G J, dont l'unique element est fiexp(XYi). On 
voit alors que la classe de conjugaison de x(£, /j,, r y)exp(XY^) est parametree par le terme 
supplementary 7 U 7jj G r pa ir(£ U £). . 

Si S(u( 7^ 5(q f ) , il ne correspond a x(£, //, 7)exp(AYj) aucun element de G reg (F)/ stconj . 
Alors ©n(x(£, /i, 7)ea;p(AYfl)) = 0. Supposons <^uc = 5(g). En vertu du calcul de 5^ = 5(q$) 
ci-dessus, cette condition equivaut a —vi/iS^ = S(q). Dans ce cas, il y a deux elements de 
G reg (F)/ stconj qui correspondent a x(£, //, r y)exp(XY^). Comme dans le calcul de 3.3, ces 
deux elements ont en fait la meme contribution. Le fait qu'il y en ait deux va simplement 
multiplier le resultat par 2. Ces elements sont parametres par — (£ U (). On obtient 

cn(x(e, H, 7)) = 2\W(Gt, T^-Him^oAit U C, 7 U 7«MA)©e(-(£ U 0), 
ou Ton a pose 

d(A) = D *(x(e, ix, 7))- 1/2 ^ (Ay,) 1 / 2 ^-^ U 0). 
On calcule comme ci-dessus 

d(A) = |2|j /4 D d (o- 1/ M-(euc)) 1/2 . 

Montrons que 

(5) supposons —ufi5^ = 5(q) ; alors on a l'egalite 

A(£UC,7U 7 ») = (%),2i/ 1 ) F A(e,7)n s ^/ J, ±i(- 2 ^)- 

iei 

Le rapport A(£ U (, 7 U 7jj)A(£, 7) _1 est le produit de termes indexes par / et, dans 
le cas ou 5(q$) 7^ 1, d'un terme supplementary indexe par j — 1 G J. Faisons le calcul 
dans le cas ou 6(q$) 7^ 1. Soit i G I. Le terme correspondant est sgnF l /F ±l (B i ), ou 

5, = ^(^"^(^-^(i^CyOyr |J| - 

Ecrivons exp(2XYj) = (a,, a" 1 ) G F © F pour j E J \ {1}. Alors _Bj est le produit des 

- a j)(yj - a ] v )^ ~ a j)( 1 ~~ a 7 1 ) sur ces •? et d u terme 

V~\Vi - exp(2XY 1 ))(y i - exp(-2AY 1 ))(l - e^(2AF 1 ))(l - exp(-2AY 1 )). 

Les premiers termes sont egaux a Norm Fl /F ±l {.(yi — ~ a ] 1 ))- P° ur A proche de 0, 
le terme restant est proche de 

-AX*Y?yr\ yi -l)\ 

Puisque Yi + Ti(Y"i) = et F 1 = F{yj5{q$)), Y? est le produit de 5(q$) et d'un element de 
F x ' 2 . Le terme ci-dessus est alors le produit de 5(q$)N orm Fi / F ±l {Vi ~ 1)) e ^ d'un element 
de F x ' 2 . D'ou 

s 9 n F t /F ± A B i) = sgn Fi /F ±i ( S (Qt))- 

On se rappelle que 6(q$) = —vi/i et que Ton a fixe un element Si de F_j* tel que Fj = 
F±i(y/6i). Pour tout a G F x , on a l'egalite 

s9n Fi /F ±i ((x) = (Norm F±l /F(Si),a) F 
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cf. [S] p. 2 16, exercice. Done 

sgn Fl /F ±l {Bi) = (^orm F±i/F (^),2i/i) F s^n Fi/jF±i (-2//), 
puis, en se rappelant la definition 5% = Yliei Norm F±i / F {5i), 

(6) Yl s 9n Fl /F ± X B i) = (<% 2z/ i)f JJ sgn Fi/F±i {-2n). 
iei iei 

Le terme supplemental est sgn Fl / F (Bi), ou 

B l = -fiexp(-XY l )P 6uC (l)Pl uC (exp(2XY l ))exp(2XY l ) 1 ' d ^ 2 (exp(2XY l ) - 1). 
On peut decomposer Bi = DiD 2 D 3 , ou 

D 1 = -i2exp(-XY 1 )(l-exp(2XY 1 ))(l-exp(-2XY 1 ))(exp(2XY 1 )-exp(-2XY 1 ))(exp(2XY 1 )-l 

D 2 = P^l)P^exp(2XY 1 ))exp(2XY 1 y d ^ /2 , 

D 3 = JJ (1 - cij)(l - a j )-\exp(2XY 1 ) - a j )(exp(2XY 1 - aj 1 )exp(2XY 1 )- 1 . 
jeJ\{i} 

On voit comme ci-dessus que D 3 est une norme de l'extension F 1 /F. Pour A proche de 
0, D 2 est proche de -P§(1) 2 , qui est aussi une norme. Enfin, D x est proche de 2 5 //A 4 Y 1 4 , 
qui est le produit de 2\i et d'une norme. On obtient 

sgn Fl i F {B x ) = sgn Fl/F (2/j,) = (<J(gj), 2//) F . 

D'apres cette relation et l'egalite (6), il suffit, pour prouver (5), de prouver l'egalite 

(8 ( ,2v 1 ) F (5(q i ),2n) F = (8(q),2v 1 ) F . 

Cela resulte des egalites — 2/x = 2z/i5(gj) et = 5(q). □ 

On a les egalites 6 s (-(f U 0) = O s( _ 1) (e U C) et U 0) = D d (£ U C). La 

formule 3.1(4) montre que 

\W(G h T^-Him^oD^ U C) 1/2 e E( _i)($ U C) = £> d (0 1/2 CE ( -i)(0- 

On obtient finalement 

• si /i = — z/i<5^5(g), 

(7) c n (£(£,/x, 7 )) = 2|2|f ^(0- 1/2 ^(0 1/2 CE(-i)(0(5(?),2^) F A(e, 7 )n s ^/^(- 

• si fi ^ — i/i<y e 5(qr), c n (£(^,/i,7)) = 0. 

On a suppose rfim(VJ) > 4. Un calcul similaire vaut si dimiV^) = 2. Si dim(V$) = 0, 
il y a une difference. Supposons d > 2. II y a encore deux elements de G reg (F)/ stconj 
parametres par — £ (ici, £ disparait). lis n'ont plus de raison de donner la meme contri- 
bution. Mais, dans ce cas, C£(-i)(£) est justement defini comme la somme des valeurs de 
©e(-i) sur ces deux elements. On obtient la meme formule, privee du premier facteur 2. 
Si d — 0, il n'y a plus qu'une classe de conjugaison stable, et obtient le meme resultat. 
En se reportant a la definition de c(d), on voit que le resultat ci-dessus est general, a 
condition de remplacer le premier facteur 2 par c(d) _1 . 
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Revenons a la formule (1). D'apres le resultat ci-dessus, la somme en (fx, 7) est limitee 
au sous-ensemble de ces couples pour lesquels fx = —v\5^5(q). Mais fx appartient a Ai(d). 
Si d < d, on a Ai(d) = F x /F x ' 2 et il n'y a pas de probleme. Par contre, si d = d, on a 
A4(d) = {—ui\, et l'appartenance de fx a cet ensemble impose <5g = 5(q), ce qui equivaut 
a £ G q'). Si £ ^ g'), la somme est done vide et = 0. On a aussi /^(O = 0, 
d'ou l'egalite cherchee dans ce cas. Supposons desormais £ G S*(g, </). On verifie sur les 
definitions que le facteur A(£, (2//, 7)) qui intervient dans l'egalite (4) est egal a 

a (^> 7) n s ^/^ ±I (- 2 ^)- 

iei 

Alors le produit de (4) et de (7) devient independant de (fx, 7). Sommer sur ce couple 
revient a multiplier par le nombre d'elements de l'ensemble de sommation. On a deja dit 
que fx etait en fait fixe. Ce nombre d'elements est done celui de T pair (^), e'est-a-dire 2 d . 
En utilisant (4) et (7) (ou Ton se rappelle que le premier facteur 2 doit etre remplace 
par c(d)^ 1 ), on obtient la formule suivante. Posons 

r(£) = r 2 + r + r(d - d) - d/2 + (d' + l)/4 + d/A, 
E(£) = \2\f ) D d (C) 1/2 D d \0~ 1/2 D d (0~ 1/2 D d '(0 1/2 - 

Alors 

A(0 = 2 d (5(g),2z/ 1 )^(OcE(-i)(0^(0^(OA(O r - 
D'apres (2), pour demontrer l'egalite /i(£) = /2(C)) n reste a prouver l'egalite = 1. 
On doit calculer D d (^) et D d '(£). Pour cela, on ecrit [/ = Wd ®U d comme en 2.4. On 
represente un element x de la classe de conjugaison stable de G reg (F) parametre par 
£ comme la somme d'une forme bilineaire sur Wd elle-aussi parametree par £ et d'une 
forme bilineaire symetrique sur U A - Notons M x et M 2 les groupes lineaires GL(W d ) et 
GL(Ud)- On a la decomposition 

m = mi © x © m 2 , 

ou 

t = (w d ® F uz)®(wz® F u d ). 

L'automorphisme 1 — 6 £ respecte cette decomposition, done D d (£) est produit de trois 
termes. Chacun d'eux est la valeur absolue du determinant de 1 — 0$ agissant sur un 
facteur de la decomposition ci-dessus, quotiente par le noyau de cet automorphisme. Le 
terme correspondant au facteur mi n'est autre que -D d (£)- On verifie que 9$ agit sans point 
fixe sur r et que le terme correspondant a ce facteur est A(£) (fam ( f/d ) = A(£) d_d . Sur m 2 , 
0x n'a que deux valeurs propres, 1 et —1. L'espace propre pour 1 est l'algebre de Lie d'un 
groupe special orthogonal. II est de dimension dim(Ud){dim(Ud) — l)/2. L'espace propre 
pour —1 est done de dimension dim(Ud) 2 — dim(Ud)(dim(U d ) — 1)/2 = (d— d)(d— d+l)/2. 
Chaque valeur propre —1 contribue par \2\p- Le terme correspondant a m.2 est done 
|2|(d d)(d d+l)/2^ ^ g na j emen ^ 

D d (£) = |2|^" d)(d " d+1)/2 A(0 d_d £> d (0- 
Une meme formule vaut pour D d '(£). En utilisant ces formules ainsi que 1.5(1), on obtient 
E(0 = \2\f\ ou 

s(0 = r(£) + (d - d)(d - d + l)/4 - (d' -d)(d'-d+ l)/4. 

Un simple calcul montre que s(£) = 0, done E(£) = 1, ce qui acheve la demonstration. 
□ 
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3.5 Une premiere consequence 

Conservons les espaces et les groupes du paragraphe precedent. 

Corollaire. (i) Soient £' comme en 3.4, it' un element autodual de Temp(M'(F)) et 
b' e C x . Supposons que Os' soit stable et que b'Q^ soit le transfert de 0s'. Alors le 
caractere central uv est trivial. 

(ii) Soient E comme en 3.4, it un element autodual de Temp(M(F)) et b e C x . 
Supposons que Os soit stable et que 60 # soit le transfert de 0s- Alors le caractere 
central est egal au caractere a h- > (5(g), 

(iii) Soient £', 7r' et 6' verifiant les hypotheses de (i) et E, 7r et 6 verihant les hypotheses 
de (ii). On a l'egalite 

bb'(S(q), -l)Jf - 1)/2 6(l/2, vr x vr', = 5(E(-1), £'). 



Remarque. La dependance de ^ du premier terme ci-dessus n'est qu'apparente, 
car 6 et 6' dependent aussi de ^jr. En effet, les hypotheses sont que 60^ et b'Q^ sont des 
transferts de S et S '- Mais les normalisations que Ton a choisies de n et ft' dependent 
de ipp. 

Preuve. Dans la situation de (iii), la proposition precedente et le resultat rappele en 
2.3 entrainent 

(1) ^((-l)^'- 1 ^^ 

L'element v\ est un ingredient de la preuve, mais on peut le choisir quelconque et ni le 
facteur e, ni le terme S'(E(— 1),E') n'en dependent. L'egalite ci-dessus etant vraie pour 
tout v\, le caractere ovuv est forcement egal a a i— > (S(q), o)f- 

Dans la situation de (i), on remplace l'espace V par 0, on complete les donnees £', 
n' et b' par E reduit a l'unique representation irreductible de G(F) = {1}, n l'unique 
representation irreductible de M(F) — {1} et b — 1. Alors uo n = 1 et 5(q) = 1. La relation 
que l'on vient de prouver entraine que u n > = 1. 

Dans la situation de (ii), on remplace l'espace V par une droite, on complete les 
donnees E, n et b par £' reduit a l'unique representation irreductible de G'(F) = {1}, n' 
la representation triviale de M'(F) = F x et b' = 1. On verifie aisement que ces donnees 
satisfont les hypotheses requises. De nouveau, la relation ci-dessus entraine la conclusion 
de (ii). 

En revenant a la situation de (iii), on remplace dans l'egalite (1) les caracteres par 
leurs valeurs que l'on vient de calculer et on obtient la relation cherchee. □ 



4 Preuve du theoreme principal 

4.1 Representations du groupe de Weil-Deligne 

On note Wf le groupe de Weil de F/F et Wdf le groupe de Weil-Deligne, c'est-a-dire 
W DF = W F x SL(2, C). Pour tout entier N > 1, notons & ternp (GL(N)) l'ensemble des 
classes de conjugaison par GL(N, C) d'homomorphismes continus (p : W DF — > GL(N, C) 
qui verifient les conditions suivantes : 
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• ip est semi-simple ; 

• la restriction de ip a SL{2, C) est algebrique ; 

• p est tempere, c'est-a-dire que l'image de Wf par p> est relativement compacte. 
Notons $tem P ,irr(GL(N)) le sous-ensemble des elements irreductibles de $ ternp (GL(N)). 

D'apres la correspondance de Langlands (theoreme de Harris- Taylor et Henniart), tout 
P G §tem P ,irr(GL(N)) determine une representation admissible n(ip) de GL(N,F), qui 
est unitaire et de la serie discrete. 

Definissons une involution ip i— > p 9 dans $ terrtp (GL(iV)) par ip d (w) = t ip(w)~ 1 pour 
tout w G W^df- On note $tem P ,N le sous-ensemble des ip G $ temp (GL(iV)) tels que p est 
conjugue a p> 9 et $temp,N,irr le sous-ensemble des elements irreductibles de §tem P ,N- On 
note ® temp (GL), $ temp etc... la reunion des ® temp (GL(N)), $ temPiA r etc... pour N > 1. 
Pour 99 G ^templGL), on note iV(<£>) l'entier tel que p> appartienne a $ t emp(GL(N)). 

Tout element p G $t emp ,Ar admet une decomposition 

(1) ip = {(BieikPi) © (®jeM<Pj © 

verifiant les conditions suivantes. Les ensembles I et J sont finis et disjoints. Pour tout 
i G /, resp. j G J, k, resp. /j, est un entier strictement positif. L'application i h> ^ 
est injective et prend ses valeurs dans $t emPi i r r- L'application j 1— > {</?j, est injective 
et prend ses valeurs dans l'ensemble des ensembles de la forme {<//, (y?') }) ou V 9 ' est un 
element de $ temp (G ? L) qui n'est pas autodual. On a l'egalite 

jv=(x;ww))+(E 2 w^))- 

iei jeJ 
De (1) se deduit une representation 

n(p) L = ((g) ieI (TT(pi) <g> ... <g> tt(^))) © (© je j(7r(^) <g> ... <g> tt(^)) <g> (7r(v9 i ) V © ... © M^'H) 

d'un groupe de Levi de GL(N,F). Chaque 7r( resp. 7r(</?j), 7r((/9,-) v , est repetee 

/i fois, resp. lj fois. Choisissons un sous-groupe parabolique P de composante de Levi 
L et posons n(p) = 7ndp i ^(7r(</?) i ). C'est une representation admissible, irreductible, 
temperee et autoduale de GL(N, F). 

Posons Un — C N . Plus concretement, la decomposition (1) provient d'une decomposition 

(2) u N = {e ieI u h © c U N{ipi) ) © @ jeJ ((Ui. © c u N{tpj) ) © (U h © c u N{(pj) )). 

Pour i G /, le groupe agit sur par </?j. Pour j G J, il agit sur la premiere 

copie de fjv^-) P ar et sur la seconde copie par II agit trivialement sur les autres 
espaces. 

Fixons une forme quadratique non degeneree sur C^. On note 0(N, C) et SO(N, C) 
ses groupes orthogonaux et speciaux orthogonaux. Si N est pair, fixons une forme sym- 
plectique sur C N et notons Sp(N, C) son groupe symplectique. Notons $°emp,7V; re sp. 
^tempN s l N es t P & l r ' l'ensemble des ip G &tem P ,N dont l'image est incluse dans 0(N, C), 
resp. Sp(N, C) (plus exactement des qui sont conjugues a un element verifiant cette 
propriete). Pour simplifier l'ecriture, on pose ^t^mp n = si iV est impair. On pose 

fcorth — <T> n foorth ^.symp _ rfi ' n cf> s f m P Traffic ^no 

^temp,N,irr ~ ^temp,N,irr ' ' ^temp,Ni ^temp,N,irr ~ ^temp,N,irr ' ' ^temp,N- yjn veillie que 

$tem P ,7v,irr est la reunion disjointe de $%% PjN:irr et de ® s t emp,N,irr- Soit V 5 G $iem P ,iv, que 
Ton ecrit sous la forme (1). On note J or * ?i ) resp. / s f m P ; le sous-ensemble des i E I tels 
que ^ appartienne a <$>Z%,im resp. $^ >irr . L'element </? appartient a $° e r ^ PiAr , resp. 
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®temp,N-> s i e ^ seulement si les coefficients b L sont pairs pour tout i G J^™*, resp. i G I orth . 
Soit p G ^tempN- P &r composition avec le determinant, on obtient un caractere de Wdf 
a valeurs dans {±1}. II est forcement trivial sur SX(2,C). Sa restriction a Wp s'identi- 
fie par la theorie du corps de classes a un caractere quadratique de F x . On note 5(p) 
l'element de F x /F x ' 2 tel que ce caractere soit a i— > (5(f), a) F . 

II est utile de calculer le commutant S v dans SO(N,C) de l'image d'un element 
p G &°em P ,N- Considerons la decomposition (2). L'espace Un est muni d'une forme qua- 
dratique. Pour % G /, les espaces U^UpA sont munis d'une forme soit quadratique, soit 
symplectique. Pour j G J, la premiere copie de £^v( w ) est en dualite avec la seconde. De 
ces donnees s'en deduisent d'autres : pour i G /, l'espace C/^ est muni d'une forme du 
meme type que celle sur Un^) ', pour j G J, la premiere copie de U\. est en dualite avec 
la seconde. Le commutant dans 0(N, C) de l'image de cp est alors 

( 0(l t ,C))x( ^(/,,C))x(QGL(Z,,C)). 

i^jorth ifZlsymp j £ J 

Considerons un element x = ((xi) ie jorth, (xi)i^is ym , v , (xj)j(zj) de ce produit. En tenant 
compte de la fagon dont ce produit est plonge dans 0(N, C), on voit que le determinant 
de x agissant dans Un est egal a 

det(x t ) N ^\ 

i£l° rth 

Le commutant dans SO(N,C) est done le sous-groupe des x tels que ce produit vaille 
1. Notons l orth 'P air ^ resp. /° r " l, "™ ! ' ) le sous-ensemble des i G I orth tels que N(pi) est pair, 
resp. impair. Notons S® la composante neutre de S v . On obtient que S v / S® est le sous- 
groupe des elements (ei) ieIor th G (Z/2Z) Iorth tels que ^ ie/orth , im p e, = 0. Supposons iV 
pair. Le centre du groupe 0(iV, C) est egal a {±1}. Notons z^, l'image de —1 dans S^/S®. 

Oil db Z(p — — (J>i) i(Zjorth . 

Supposons N pair. On calcule de meme le commutant dans Sp(N, C) de l'image d'un 
element p G $temp n- Avec des notations similaires a celles du cas orthogonal, on obtient 

que S^/S® = (Z/2Z) I3ymp et que z^ = (li) ieI s ymv . 



4.2 Conjectures pour les groupes speciaux orthogonaux im- 
pairs 

Considerons un espace quadratique (V , q') de dimension d! impaire, pour lequel on 
utilise les notations maintenant habituelles. On utilise les constructions de 1.7 et 1.8. En 
particulier, les transferts apparaissant ci-dessous sont relatifs aux facteurs de transfert 
dermis dans ces paragraphes. 

Considerons l'ensemble des homomorphismes ip' : Wdf —> Sp(d! — 1, C) tels que, par 
composition avec l'inclusion de ce dernier groupe dans GL(d! — 1,C), on obtienne un 
element de § temp (GL(d' — 1)). Notons <&tem P (G') l'ensemble des classes de conjugaison 
par Sp(d' — 1, C) dans cet ensemble. L'application qui, a ip' G $ temp (G ?/ ), associe sa com- 
position avec l'inclusion dans GL(d' — 1, C), est une bijection de <&temp(G') sur ^tempd'-i- 
On peut identifier ces deux ensembles. On conjecture qu'il existe une partition 

Temp(G'(F)) = U ip/ ^ temp(G , ) U G '(p') 



45 



verifiant les proprieties ci-dessous. 

Fixons ip' G &tem P (G'). Notons S G (<//) l'ensemble des caracteres e' de S^/ ' S% tels que 
e'{z^i) — 1 si G' est deploye, e'(z 9 ') = — 1 sinon. Alors il existe une bijection e' h- > cr'i'p', e') 
de £ G (<//) sur II G (<//). Pour s' G S^/S®,, on pose 

(i) e G V) = E e V)e.w)- 

Supposons G" deploye. Alors 6 G '(y2') est une distribution stable (on note l'element 
neutre de S v /S® puisqu'on a adopte une notation additive). Introduisons un espace 
U' de dimension d! sur F et le groupe tordu (M', M') associe. La representation ip de 
IUdf est a valeurs dans GL{d! — 1,C). Notons 1 la representation triviale de Wdf de 
dimension 1 et posons <//> = y?' © 1. Alors est un element de &tem P ,d' et on en deduit 
une representation 7r(<^>) de M'(F). Cette representation est autoduale et se prolonge 
comme en 2.3 en une representation ff (<£>>) de M(F). Rappelons que G' est un groupe 
endoscopique de (M',M'), cf. 1.8. Alors il existe c G ' (<//) G C x tel que |c G '(v?')| = 1 et 
que c G (</?') ©jr(^' ) s °it le transfert de 6 G (<//). 

Remarque. Introduisons un espace [/ de dimension cf — 1 sur F et le groupe tordu 
(M, M) associe. Le groupe G' est aussi un groupe endoscopique de (M, M). Le facteur de 
transfert est trivial dans ce cas. Une propriete beaucoup plus caracteristique de I1 G (<//) 
est que le transfert de 6 G ' (<//) a M(F) est un multiple de ©s-(y). Mais nous n'utiliserons 
pas ce cas d'endoscopie tordue. 

Revenons au cas ou G' est quelconque. Introduisons des espaces quadratiques (V!, q' + ) 
et (V!_,q'_) verifiant les memes conditions qu'en 1.7. Soient p' + G §tem P (G' + ) et <//_ G 
^emplG'.). Supposons <// = ip' + © </?'_. L 'espace C d _1 de ip' se decompose conformement 
en somme directe C d '+ _1 © <£ d '-~ l de sous-espaces stables par la representation tp'. L'au- 
tomorphisme qui agit par l'identite sur le premier espace et par multiplication par — 1 
sur le second est un element de S^. Notons s' son image dans S^r/S^,. Alors il existe 
7 G ' (<//+,</?'_) G C x tel que \^y G '(ip' + , tp'_)\ = 1 et que la distribution 7 G '(y?' + , <//_)© G '(<//) 

Ql Ql 

soit le transfert de & + (p' + ) x O "(<//_). 

D'apres la premiere remarque de 1.7, les conjectures ci-dessus sont insensibles au 
remplacement de q' par aq', pour a G F x . 

4.3 Conjectures pour les groupes speciaux orthogonaux pairs 

Considerons un espace quadratique (V, q) de dimension d paire. On utilise les construc- 
tions de 1.7 et 1.8. Les transferts intervenant ci-dessous sont relatifs aux facteurs de 
transfert dermis dans ces paragraphes. 

Considerons l'ensemble des homomorphismes tp : Wdf ~~ * 0(d,C) tels que 5(tp) = 
5(q) et que, par composition avec l'inclusion de 0(d,C) dans GL(d,C), on obtienne un 
element de <& t em P {GL(d)). Notons &tem P (G) l'ensemble des classes de conjugaison par 
SO(d,C) dans cet ensemble. La composition avec l'inclusion de 0(d,C) dans GL(d,C) 
definit une application de <&tem P {G) dans &°em P ,d- Son image est bien sur l'ensemble des 
tp G &°em P d tels que S(ip) = S(q). Le point facheux est que l'application n'est pas injective 
en general : deux homormophismes tp : Wdf —* 0(d,C) qui ont meme image dans 
^tem P ,d son t conjugues par un element de 0(d,C), mais pas forcement par un element 
de SO(d : C). Pour poser des conjectures raisonnables, on doit considerer 0(d, C) comme 
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le L-groupe de G, ce qui sous-entend des donnees supplementaires. En particulier, ces 
donnees permettent d'identifier un sous-tore maximal de SO(d, C) au groupe dual d'un 
sous-tore maximal de G, cette identification etant bien definie modulo Taction du groupe 
de Weyl de G. 

On conjecture qu'il existe une partition 

(1) Temp(G(F)) = U veWG) n G (y?) 

verifiant les proprietes ci-dessous. 

Fixons (p G <&temp(G). Notons £ G (p>) l'ensemble des caracteres e de S v / S® tels que 
e(z,p) = 1 si (V,q) verifie la condition (QD) de 1.7, e(z v ) = — 1 sinon. Alors il existe une 
bijection e i— > cr(<p,e) de £ G (y?) sur Yl G ((p). Pour s G S^/S®, on definit Q G (<p) par une 
formule similaire a 4.2(1). 

Supposons que (V, q) verifie la condition (QD) de 1.7. Alors Q G ((f) est une distribution 
stable. Introduisons un espace U de dimension d sur F et le groupe tordu (M, M) associe. 
Rappelons que G est un groupe endoscopique de M. On dispose de la representation n((p) 
de M(F), que l'on prolonge comme en 2.3 en une representation tt(<p) de M(F). Alors il 
existe c G (p>) G C x tel que |c G (y?)| = 1 et que c^y?)©^) soit le transfert de G (</?). 

Revenons au cas oil G est quelconque. Introduisons des espaces quadratiques (V+, q+) 
et (VI, 5_) verifiant les memes conditions qu'en 1.7. On suppose plus precisement que ces 
espaces verifient la condition (QD) de 1.7. Soient ip + G $t emp (G + ) et </?_ G $ temp (G'_). Po- 
sons </? = </?+©</?_. C'est un element de $ temp (G). Comme dans le paragraphe precedent, la 
definition de cp permet de definir un element s G S v / '5°. Alors il existe 7 G (v?+, (fi-) G C x 
tel que \^ G ((p + , ip_)\ = 1 et que la distribution 7 G ((/? + , (p^)Q G (ip) soit le transfert de 
©o + (y?+) x @o (v 9 -)- Comme plus haut, pour definir ces dernieres distributions, on doit 
considerer 0(d + , C) et C) comme les L-groupes de G + et G_, c'est-a-dire fixer des 

donnees supplementaires. 

Remarque. On pourrait rendre les conjectures plus canoniques de la fagon suivante. 
Considerons l'ensemble des couples (<r, L), oil cr G Temp(G(F)) et L G A(V), cf. 1.7. Le 
groupe orthogonal G + (-F) agit diagonalement sur cet ensemble. Notons ATemp(G(F)) 
l'ensemble des orbites. Si l'on fixe L G A(V), l'application qui, a a G Temp(G(F)), 
associe l'orbite de (cr, L) est une bijection de Temp(G(F)) sur ATemp(G(F)) . Notons A 
l'ensemble des orbites de lagrangiens dans C d , pour Taction du groupe special orthogonal 
SO(d, C). II a deux elements. Considerons l'ensemble des couples (</?, L), ou </? G $i emp (G r ) 
et L G A. Le groupe 0(d,C) agit diagonalement sur cet ensemble. Notons A$ temp (G) 
l'ensemble des orbites. De nouveau, si Ton fixe L G A, l'application qui, a </? G $ temp (G), 
associe l'orbite {(</?, L)} de (<p,L) est une bijection de $t emp (G r ) sur A$ temp (G). II doit 
exister une partition canonique 

ATemp(G(F)) = U {( ^ )}eAWG) IT G ({(v,, L)}) 

dont (1) se deduise de la fagon suivante. Considerons 0(d, C) comme le L-groupe de G, ce 
qui sous-entend que Ton fixe des donnees supplementaires occultes. Celles-ci definissent 
une bijection entre A et A(V). Soit L G A et L son image dans A(V). En utilisant ces 
elements, on identifie AQ temp (G) a $ temp (G) et ATemp{G(F)) a Temp(G(F)). Alors la 
partition ci-dessus devient la partition (1). Remarquons que cela ne depend pas du choix 
de L. On pourrait traduire de la meme fagon le reste des conjectures. On ne developpera 
pas davantage cette voie un peu trop sophistiquee. 
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4.4 Version faible des conjectures pour les groupes speciaux 
orthogonaux pairs 

Soit (V, q) comme dans le paragraphe precedent. Notons G + son groupe orthogonal. 
Le groupe G + (F) agit naturellement dans Temp(G(F)). On note Temp(G(F)) l'ensemble 
des orbites. Chacune d'elles a au plus deux elements. Pour a G Temp(G(F)), on definit 
le caractere ©^ : si a est reduit a un element a, on pose ©^ = 6^ ; si a est forme de deux 
elements <j\ et a 2 , on pose = + @o- 2 )- 

Considerons le meme ensemble d'homomorphismes ip : Wdf — > 0(d,C) que dans le 
paragraphe precedent. Notons §tem P {G) l'ensemble des classes de conjugaison par 0(d, C) 
dans cet ensemble. Cette fois, la composition avec l'inclusion de 0(d,C) dans GL(d,C) 
definit une injection de &temp(G) dans ^Zm P ,d- O n conjecture qu'il existe une partition 

Temp(G(F)) = U^ iemp(G) II G (^) 

verifiant des proprietes similaires a celles decrites au paragraphe precedent. On ne recrit 
pas ces proprietes, il suffit d'ajouter judicieusement des~un peu partout. 

Remarque. II est parfois commode de considerer les sous-ensembles de Temp(G(F)) 
comme des sous-ensembles de Temp(G(F)) qui sont invariants (globalement) par Taction 
de G + (F). C'est ce que nous ferons si besoin est. 

4.5 Remarques sur les conjectures 

II est probable que les travaux en cours de Arthur demontreront la conjecture 4.2, du 
moins si l'on se restreint aux groupes deployes (cf. [Al] theoreme 30.1). De meme pour les 
conjectures de 4.4, du moins si Ton se restreint aux groupes quasi-deployes. Arthur n'a 
pas encore publie la preuve de son theoreme. Nous ignorons bien entendu quel sera son 
resultat final. II est possible qu'il inclue le cas des groupes non quasi-deployes. En tout 
cas, il est clair que les methodes d'Arthur permettront de traiter court terme. 

II est moins clair qu'elles permettent de prouver les conjectures plus fines de 4.3. On 
verra. En fait, les resultats d'Arthur, outre qu'ils ne se limiteront pas au cas tempere, 
seront certainement plus precis, c'est-a-dire que les constantes c G (ip) etc... que l'on a 
introduites seront explicites, pour des normalisations convenables. Ces normalisations 
n'etant peut-etre pas les memes que les notres, on a prefere formuler les conjectures sous 
une forme plus vague. 

Dans les conjectures 4.3 et 4.4, on a considere que le L-groupe d'un groupe special 
orthogonal pair etait un groupe orthogonal plutot que le produit semi-direct d'un groupe 
special orthogonal et de Wf- Cette presentation des conjectures est due a Moeglin ([M]). 
De meme, le fait que la valeur centrale e(z ip ) des caracteres servant aux parametrages 
depend de la forme du groupe se trouve dans [M], ainsi que dans [V] et [A2]. 

Dans la situation de 4.2, soit ip' G $ temp (G / ), les proprietes de la correspondance de 
Langlands pour les groupes lineaires impliquent que les caracteres centraux de n(<p') et 
7r((^ / > ) sont triviaux. Pour le second caractere, cela resulte aussi du corollaire 3.5 (i) . De 
meme, dans la situation de 4.3, resp. 4.4, pour ip e &temp{G), resp. ip G <&temp{G), le 
caractere central de 7r((p) est le caractere A h- > (S(q), X)p- 
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4.6 Remarques sur les constantes 

Considerons la situation de 4.2, soit p>' G $ temp (G"). Pour tout e' G £ G ' (</?'), on a la 
formule d' inversion 

(i) e^ >0 = iv/^r 1 E e V)^V)- 

Si les constantes r ) G ' (<p' + , <//_) qui figurent dans les conjectures sont connues, cela determine 
entierement le parametrage du paquet n G ' (<//). Inversement, il est loisible de changer le 
parametrage de la fagon suivante. Fixons un caractere e' de S v '/S®, tel que e'^z^) = 1. 
Defmissons un nouveau parametrage en notant cr'((p', e') la representation precedemment 
notee a'(ip',e'e' ). Les conjectures sont encore verifiees, les constantes 7 G (<p' + ,(p'_) etant 
multipliees par e' (s'). 

Regardons ce qui se passe quand, dans la derniere partie de la conjecture, on echange 
les roles des couples (G" + , (p' + ) et {G'_, <//_). L'element s' est remplace par s'z^. D'apres la 
definition de £ G '((p'), on a Q G ' Z ,(<//) = G ' (<//) si G" est deploye, tandis que G ], ,(<//) = 

—0 G ' ((/?') si G" n'est pas deploye. Les groupes endoscopiques G' + x G"_ et G'_ x G" + 
sont equivalents. Mais les facteurs de transfert, tels qu'on les a normalises, ne sont pas 
forcement les memes. Permuter les deux groupes ne change pas ce facteur si G' est deploye 
et le multiplie par — 1 si G' n'est pas deploye. Cela entraine que Ton peut imposer aux 
constantes d'etre symetriques, c'est-a-dire de verifier l'egalite 7 G ' (</?'_, <// + ) = 7 G '((/9' + , </?'_). 
Des remarques similaires valent pour les conjectures de 4.3 et 4.4. 

II y a quelques cas ou on peut determiner les constantes. II y a d'abord un cas formel, 
celui de 4.3 avec V = 0. On peut poser formellement c G (0) = 1. Le cas de 4.2 avec 
dim(V) = 1 est moins formel. On a G' — {1} mais vr(0>) est la representation triviale 
de F x . On voit neanmoins que dans ce cas, c G '(0) = 1. Dans le cas de 4.2, avec G' 
deploye et G' + = G', G'_ = {1}, le transfert est l'identite, done 7 G (</?', 0) = 1. De meme, 
dans le cas de 4.3, si (V, q) verifie la condition (QD) de 1.7, on a 7 G (y?, 0) = 1. 

Considerons la situation de 4.3, supposons que S(q) n'est pas un carre et que (V,q) 
ne verifie pas la condition (QD) de 1.7. L'espace (Y_,q) est equivalent a (V,aq), pour 
un element a G F x . Fixons un tel a et une racine carree ^fa dans F. Identifions (V_,q) 
a (V,aq) de sorte que l'isomorphisme (3 : V ®f F — > V_ ®f F fixe en 1.7 soit v i— > 
\fa. 1 v . Le groupe G s'identifie a G et le torseur interieur ipc devient l'identite. Les 
conjectures s'appliquent a G comme a G, mais ne disent pas la meme chose. En effet, 
pour tp G <&temp{G) = $temp(G), le paquet II— (ip) est parametre par les caracteres e tels 
que e{z tp ) = 1, tandis que le paquet n G (<^) est parametre par les e tels que e{z lf ) — — 1. 
Introduisons le caractere e a de S v /S® defini par 

e a ((ei)i 6 j) = n^(^)' a )^ 
iei 

dans les notations de 4.1. On verifie que e(z tp ) — — 1. Supposons les conjectures verifiees 
pour le groupe G, ou plus precisement pour l'espace (V_, q). Soit ip G ( I > temp(G). On dispose 
du paquet Ii—{tp) et d'un parametrage, que Ton note ici e t— > <J—(>p, e), de ce paquet par le 
groupe £—(ip). Posons n G (y9) = II— (</?) et, pour e G £ G (y?), posons cr G (<p, e) = a— (</?, e a e). 
En utilisant la seconde remarque de 1.7, on voit qu'avec ces definitions, les conjectures 
4.3 sont encore verifiees pour G, avec les memes constantes que pour G. C'est a dire 
7 G ((/? + , <£>_) = 7— V 9 — )• E n particulier, d'apres ce que Ton a vu plus haut, on a 

7 G (y?,o) = i. 
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4.7 Caractere central 

Soient (V, q) comme en 4.4. Le groupe G(F) a pour centre {±1}. Pour toute representation 
admissible irreductible a de G(F), a(— 1) est une homothetie de rapport ±1. On note 
((a) ce rapport. Si a' est conjugue de a par un element du groupe orthogonal, on a 
((&') = CO 7 )- Cela permet de definir ((a) pour a G Temp(G(F)). 

Lemme. On admet les conjectures 4.4. Soit f G $t emp (G'). Alors il existe ((f) G {±1} 
tei que C(<r) = £(<£>) pour tout er G fi (<£>). Ce terme ((f) est le meme pour G et G. 

Preuve. Supposons la premiere assertion du lemme prouvee pour le groupe G, ce qui 
nous fournit un terme ((if) relatif a ce groupe. Considerons les distributions 

et 

r G M= £ C(*)e, 

ffGfi G (^) 

sur G(F). On doit prouver que r G (y?) = C(y?)0 G (</?). En considerant ces distributions 
comme des fonctions localement integrables, on a l'egalite T G (f)(g) = Q G ((p)(—g) pour 
tout g G G(F). On introduit les distributions analogues O— (</?) et T— (<^) sur G(F), qui 
verifient une relation analogue. Les conjectures impliquent que © G (y?) est le transfert de 
9— (if). Mais la multiplication par —1 commute au transfert. Done r G (y?) est le transfert 
de r— (if). Or, d'apres 1'hypothese que Ton a faite, on a T—(ip) = ((ip)Q—(ip). Cela entraine 
l'egalite cherchee. 

Cela nous ramene au cas ou (V, q) verifie (QD). Ecrivons if comme en 4.1(1). Posons 

fO = ®iel;h impair^i) 

et do = N(<fo). Le nombre do est pair. Posons N = (d — do)/2. II y a un element 
<f i G &(GL(N) tel que ip = <fi © <f © ip\. L'espace V possede un sous-espace isotrope de 
dimension N . En effet, si V est somme de plans hyperboliques, e'est evident. Sinon, la 
condition 8(f) = 5(q) impose N(f ) > 2 et l'assertion s'ensuit. On peut done decomposer 
V en somme directe V — X © Vo © Y , ou X et Y sont des espaces isotropes de dimension 
iV et Vq est l'orthogonal de X © Y . Cette decomposition donne naissance a un groupe 
de Levi L = GL(N) x G de G, oil G est le groupe special orthogonal de V . On fixe 
un sous-groupe parabolique de G de composante de Levi L. On a f G &tem P (G ) et 
fx determine une representation n((pi) de GL(N,F). Les applications de transfert entre 
groupes speciaux orthogonaux pairs et groupes lineaires tordus commutent a l'induction, 
pour peu que l'on ait effectue des choix coherents de facteurs de transfert, ce qui est le 
cas. On peut alors deduire des conjectures, d'une part que le paquet Tl G °(fo) est forme 
de representations de la serie discrete, d'autre part que le paquet Tl G (f) est forme des 
sous-representations irreductibles des induites Indp(n(fi) x <t ) pour a G n G °(</? ) (et 
de leurs conjugues par le groupe orthogonal dans le cas ou Vo = {0}). Dans une telle 
sous-representation irreductible, l'element central —1 agit par o; 7r ( ¥ , 1 )(— l)C(co)- Done 
l'assertion du lemme resulte de la meme assertion pour G et f . 

Cela nous ramene au cas ou T[ G (f) est forme de representations de la serie discrete. 
Avec les notations ci-dessus, on sait que © G (y?) est une distribution stable. Puisque 
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T G ((p)(g) = Q G ((p)(— g) pour tout g G G(F), T G ((p) est stable elle-aussi. II nous suffit de 
prouver l'assertion plus generale suivante : 
(1) on considere une combinaison lineaire 

a= E a - -; 

supposons que A est stable; alors A est proportionnelle a G ((/?). 
D'apres 4.6(1), A est combinaison lineaire des Qf(ip). Ecrivons 

A = E b ^)- 

8 eS{ v )/s(<p)°{o,z v } 

Fixons un element regulier elliptique g G G(F). Soient (gk)k=i,...,i des representants des 
classes de conjugaison par G(F) dans la classe de conjugaison stable de g. Puisque A est 
stable, on a l'egalite 

A(g) = r' £ A(g k ). 

k=l,...,l 

Soit s G S{ip)/S{ip)°{0, z v }, s^O. Alors Q?(<p) est le transfert d'une distribution sur un 
groupe endoscopique different de G. Ainsi qu'il est bien connu, l'ensemble {g k ; k = 1, /} 
peut etre muni d'une structure de groupe abelien. La restriction a ce groupe de toute 
distribution localement constante sur les elements reguliers et transfert d'une distribution 
sur un groupe endoscopique different de G est combinaison lineaire de caracteres non 
triviaux de ce groupe. Done 

E ©?(v)Gfc) = °- 

k=l,...,l 

Par contre, on a 0(f (y?) = Q G ((p) qui est stable, done 

k=i,...,i 

II en resulte l'egalite A(g) = b Q G ((p)(g). Cela est vrai pour tout g regulier elliptique. 
Mais on sait qu'une combinaison lineaire de caracteres de representations de la serie 
discrete qui est nulle sur les elements reguliers elliptiques est nulle partout. Cela prouve 
(1) et le lemme. □ 

4.8 Determination des constantes 

Lemme. (i) Supposons la conjecture 4.2 veriGee. Alors les constantes c G ' (<//) sont egales 
a 1. Quitte a changer les par ametr ages, on peut supposer que les constantes 7 G (y?' + , <//_) 
sont egales a 1 si G' est deploy e, a —1 sinon. 

(ii) Supposons la conjecture 4.3, resp. 4.4, vehGee. Alors les constantes c G (ip) sont 
egales a £(</?)e(l/2, n(ip), iPf)" 1 - Quitte a changer les par ametr ages, on peut supposer que 
les constantes / y G ((p + , y?_) sont egales a 1. 

Ce lemme sera demontre en 4.11 et 4.12. Dans le (ii), on a note e(l/2, n(ip), ^f) le 
facteur e usuel de Godement-Jacquet. II depend de ipp, done c G ((p) egalement. Ce n'est 
pas surprenant puisque la normalisation de la representation 7t((p) depend elle-aussi de 
ip F . 
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4.9 Le theoreme 

Soient N et N' deux entiers naturels, avec N' pair, et soient p G §tem P n et p' G 
On pose 

£(y^') = (5(v,),-l)?' /2 e(V2,^) x tt^'),^). 

Ce terme est bilineaire en p et p'. On a 

(1) E(p,p') appartient a {±1} et est independant de ipp- 

Cela resulte de la preuve de [GP1], proposition 10.5. Celle-ci s'appuie sur les deux rela- 
tions bien connues suivantes. Soient p et p' deux representations admissibles irreductibles 
de groupes lineaires GL(N,F) et GL(N',F). Soit a G F x , notons ipp le caractere 
A h-> ^(ttA) de F. Alors 

e(l/2,p x p',r F ) = uj p (a) N 'uj p/ (a) N e(l/2,px p'^ F ); 

(2) e(l/2,p x p',^)e(l/2,p v x (p') V ,^) = ^(-l^ayf-l)". 

Ici iV' est pair et tt^') = 1. 

On considere deux espaces quadratiques (V , g') et (V, g) verifiant les conditions de 
2.1. On fixe p' G $ temp (G") et p G $ tem p(G). On ecrit 

V?' = (®i'ei'k'<Pi') © (®j'eJ'lj'(<Pj' © <$))> 

V? = (®ieihpi) © (®jeM<Pj © ¥>J)), 

avec des ensembles d'indices disjoints. 
Pour i' G (/')", on pose 

e v = E(p,p' if ). 

Pour % G J '**' 1 , on pose 

€j = E(p i ,p'). 

On definit un caractere e' de S^/S^, = (Z/2Z)( / ') symp par 

e / ((ei')i'e(/') SI "™ p ) = J I e i' ! '- 

On definit un caractere e de S^/S^ C (Z/2Z) Iorth par 

e((ei)ie/orth) = e?*. 

En utilisant la relation (2), on demontre l'egalite 

e(z v ) = e'(v) = E(p,p'). 

On a defini p(G') en 3.3. Si p(G') = E(p, tp'), le caractere e, resp.e', appartient a S G (p), 
resp. £ G (<//). Sinon, aucun des deux caracteres n'appartient a l'ensemble en question. 

Pour o G Temp(G(F)) et a' G Temp(G'(F)), on a defini en 2.1 la multiplicity 
m(a,a'). On verifie que si o\ est conjuguee a a par un element du groupe orthogonal, 
on a m((Ti, cr') = m(<7, cr'). Cela permet de definir m(a, a') pour a G Temp(G(F)). 
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Rappelons que Ton a admis en 2.3 quelques resultats issus d'une hypothetique formule 
des traces locale tordue. Dans l'enonce ci-dessous, on suppose que les constantes des 
conjectures satisfont aux conclusions du lemme 4.8. 

Theoreme. (i) On admet les conjectures de 4.2 et 4.3. Si n(G') ^ E((p,tp'), on a 
m(<7, a') = pour tout (a, a') G Tl G (ip) x II G V)- Supposons /i(G") = E(<p,<p'). Soit 
(e, e') G £ G ((f) x £ G '(ip'). Alors on a les egalites 



1, si (e, e') = (e, e' 
0, sinon. 



(ii) On admet les conjectures de 4.2 et 4.4. On a le meme resultat qu'en (i), en 
remplagant Tl G ((p) par Tl G ((p) et les representations a(ip, e) par a(ip, e). 



C'est la conjecture 6.9 de [GP2] restreinte aux representations temperees, a ceci pres 
que Gross et Prasad utilisent les facteurs e de representations galoisiennes et les facteurs 
associes aux paires de representations du groupe lineaire. Mais l'egalite de ces deux types 
de facteurs fait partie des resultats de Harris- Taylor et Henniart. 

Le theoreme sera demontre en 4.11 et 4.12. Les preuves de (i) et (ii) etant similaires, 
on se contentera de prouver la premiere assertion. Pour la fin de Particle, on admet les 
conjectures 4.2 et 4.3. 



4.10 Utilisation des resultats anterieurs 

Considerons les donnees du paragraphe precedent. Pour s G S^/S 1 ^ et s' G S^/S®,, 
on pose 

m(<p,s;<p',s')= E t(s)t'(s')m(a(ip,e),(T(ip',e)). 

(e,e')€£ G (^)x,f G "( l/ y) 

Considerons des espaces (V+,q+), (VL,g_), (V+,q' + ) et (V!_,q'_) verifiant les hypotheses 
de 3.3. On impose que (V+,q+) et verifient la condition (QD) de 1.7. Soient 

<P+ G $ temp (G + ), if- G ^temp(G-), tp' + G $ temp (G" + ) et <//_ G $ temp (G'_). Supposons que 
y? = y? + © et y?' = ip' + © ip'_. Ces donnees endoscopiques determinent des elements 
s G S v /S® et s' G Spi/S®,. On definit les combinaisons lineaires suivantes : 

K= E ^ 

CT 'en G +(^' + ) 

et on definit de meme £'_, £+, £_ et E. Les conjectures nous disent que les hypotheses 
de 3.3 sont satisfaites. Appliquons la proposition de ce paragraphe. D'apres 2.1 et les 
definitions, le membre de gauche de l'egalite de cette proposition vaut 

(1) 1 G (V+, ¥-h G '(v'+, ^-)m((p, s; ip', s'). 

Le membre de gauche contient des termes S(E + ,H' + ) etc... Considerons la situation de 
3.4, ou Ton remplace les couples (V,q) et (V',q') par (V+,q+) et (Vl,q' + ), les donnees £ 
et £' par S + et E' + et ou Ton pose 

n = c g +( v+ m v+ ), n' = C G V>(K)>)- 
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Les conjectures nous disent que les hypotheses de 3.4 sont verifiees. En appliquant le 
corollaire 3.5 (iii) , on obtient 

^+(-1),^) = c G +(^ + )c G V(^ + )( 5 (g + ),-l)^- 1)/2 e (l/2,7r(^ + ) x tt((^V)>),^)- 

Rappelons que (</?'+)> — <P+ © 1- Done 

e(l/2,7r(^ + ) x 7r(( V 9 , + ) > ),^) = e(l/2, 7r(^+),^ F )e(l/2, tt(^ + ) x 7r(^),^). 

D'autre part, le lemme 4.6 entraine que £+(— 1) = £(<£> + )E + . Alors 

S(E + ,E' + ) = C(^ + )c G+ (^ + )c G +(^ + )e(l/2,7r( V 9 + ),^) J E(v9 + ,^ + ). 

On calcule de meme les autres termes du membre de droite de l'egalite de la proposition 
3.3. Celui-ci est done egal au produit de 

(2) c G + ( V+ )c G '+ ( V ' + )c G - (y,_)c G ' (<f/_)C(<p + )a<p-)e(l/2, n(<p + U F )e(l/2, tt(^_), ^) 
et de 

(3) \(E( V+ , <ff + )E(<p., iff.) + n(&)E{<p + , <ft_)E{<p., <//+)). 
Etudions 1' expression (3). Ecrivons 

(p'+ = (@i'ei'h',+<Pi') © (©i'eJ'^',+ (w © </4))> 
et ecrivons de fagon similaire <//_, ip + et </?_. On a les egalites 

s = (h,-)iei orth i s = (h',~)i'£(i') symp - 
Parce que l'application E est bilineaire et de carre 1, on a 

E( V+ , <p'_)E(ip., iff + ) = E(<p, <p'_)E(<p-, iff) 

et 

E(tp+, <p' + )E(tp., <p'_) = E{ip, (p')E(tp, <p'_)E(tp-, 
En utilisant 4.9(2), on verifie que 

iei orth 

On obtient que (3) est egal a 

(4) 6( S )e'( S ')(^(^^)+MG'))/2. 
La proposition 3.3 dit que (1) est egal au produit de (2) et de (4). 
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4.11 La preuve dans le cas G' deploye 

Modifions les hypotheses de depart. On considere seulement (V',q'), ip' G <&tem P {G') 
et on suppose G' deploye. Posons V = {0}, q = 0. Les conjectures de 4.2 ne dependent 
d'aucun parametre. On peut remplacer la forme q' par un de ses multiples, cela ne 
change rien. Quitte a effectuer un tel changement, on peut supposer que les espaces 
quadratiques (V, q') et (V, q) verifient les hypotheses de 2.1. Posons <p — et choisissons 
(V+,Q+) — (V,q'), p' + = p' dans les constructions du paragraphe precedent. On a 
E(0,p') = n(G') = 1 et le terme 4.10(4) est egal a 1. Done les termes 4.10(1) et 4.10(2) 
sont egaux. D'apres les remarques de 4.6, le terme 4.10(1) est egal a m(0, 0; <//, 0). C'est 
le nombre d'elements du paquet II G (</?') qui admettent un modele de Whittaker. C'est 
done un entier naturel. Le terme 4.10(2) est egal a c G (<//). C'est un nombre complexe 
de module 1. L'egalite des deux termes entraine c G ' (<//) = I. 

La meme egalite entraine qu'il y a un unique element du paquet n G (<//) qui admet 
un modele de Whittaker. Comme on l'a dit en 4.6, on peut modifier le parametrage de 
sorte que cette representation soit parametree par le caractere trivial. Sous les memes 
hypotheses concernant (V, q') et (V, q), prenons maintenant (V+,q' + ), ip' + , (V!_,q'_) et ip'_ 
quelconques. Avec le parametrage que Ton vient de fixer, on a m(0, 0; <//, s') = 1 et le 
terme 4.10(1) vaut 7 G "((/?' + , <p'_). Le terme 4.10(2) vaut 1 d'apres ce que Ton vient de 
prouver, applique a G' + et G'_. Le caractere e' est trivial par construction done le terme 
4.10(4) vaut 1. On obtient 7 G ' (</?'+> ip'_) = 1. 

Considerons maintenant un espace (V,q) et ip e <&tem P {G). On suppose que (V,q) 
verifie la condition (QD) de 1.7. On peut alors trouver une droite quadratique (V, q') 
de sorte que les hypotheses de 2.1 soient satisfaites. Le groupe G' = {1} est deploye. 
On choisit (V + , q + ) = (V, q) et tp + = ip dans les constructions du paragraphe precedent. 
De nouveau, le terme 4.10(4) vaut 1 et le terme 4.10(1) est le nombre d'elements du 
paquet H ((p) qui admettent un modele de Whittaker relativement a l'orbite unipotente 
reguliere parametree par u . Le terme 4.10(2) se reduit a c G (p)( (ip)e (1/2, ir(ip), i/)f), 
qui est un nombre complexe de module 1. L'egalite des deux termes entraine c G (p) = 
C(p)e(l/2,n(p)^ F )-\ 

II y a encore un unique element de U G (<p)) qui admet un modele de Whittaker du 
type ci-dessus. On modifie le parametrage de sorte que cet element soit parametre par le 
caractere trivial. On prend maintenant (V+,q + ), p+, (V-,q-), p- quelconques. Le meme 
raisonnement que dans le cas impair prouve que •y G (p + , ipJ) = 1. 

Revenons a la situation generale de 4.10, en supposant G' deploye. On a calcule toutes 
les constantes et l'egalite de ce paragraphe se reduit a 

(1) m(p, s; p', s') = e(s)e'(s')(E(p, p>) + l)/2. 

Supposons d'abord (V + ,q + ) = (V,q) et (V+,q' + ) = (V',q'). Alors s = 0, s' = et 
m((p, 0; p', 0) est le nombre de couples (a, a') e n G (<^) x II G (ip') tels que m(a, a') = 1. Si 
E(tp, ip') = — 1, ce nombre vaut 0. Supposons E(p, ip') = 1. Le nombre vaut 1 e'est-a-dire 
qu'il y a un unique couple (a, a') comme ci-dessus. Soit (e, e') le couple de caracteres 
qui le parametre. Revenons a des donnees endoscopiques quelconques. On a l'egalite 
m((p,s;p>',s') = e(s)e'(s') et l'egalite (1) ci-dessus est verifiee pour tous s et s'. Cela 
entraine e = e et e' = e' . 
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4.12 Le cas G' non deploye 

Considerons seulement un espace quadratique (V, q') et <p' G &temp(G'). Supposons G 
non deploye et II G (tp') non vide. Quitte a remplacer q' par un multiple, on peut supposer 
que V est somme orthogonale de plans hyperboliques et d'un espace de dimension 3 
possedant un element v tel que q(v,v) = —2u . Fixons un tel element, notons (V,q) son 
orthogonal. Alors (V,q) et (V, q') verifient les hypotheses de 2.1 et 5(q) ^ 1. Montrons 
que 

(1) il existe p G $temp(G) tel que l'application (a, a') h- > m(a,a') soit non identique- 
ment nulle sur Yi G (p) x II G (tp'). 

Fixons a' G n G (tp'), munissons son espace E a i d'un produit hermitien invariant defini 
positif. Pour e^e^ G E a >, considerons la fonction sur G(F) : g \— > /'(p) = (e^, cr'^eg). 
Pour e' x et convenables, elle est non nulle. D'apres [W2] lemme 4.9, c'est une fonction 
de Schwartz-Harish-Chandra sur G(F). La formule de Plancherel entraine qu'il y a au 
moins une representation irreductible et temperee a de G(F) telle que cr y (f') soit non 
nulle. Munissons l'espace E a d'un produit hermitien invariant defini positif. On peut 
trouver e\, e-i G E a tels que 

/ (cr(g)ei,e 2 )(e' 1 ,a'(g)e' 2 )dg ^ 0. 
Jg(f) 

D'apres [W2] proposition 5.7, cela entraine m(a, a') ^ 0. II suflit de choisir pour tp 
l'element de $ temp (G) tel que a appartienne a U G (p). □ 

Choisissons p verifiant (1), appliquons les constructions de 4.10 a (V + ,q+) = (V_,q), 
ip + = p. Puisque 5(q) ^ 1, on a l G (p, 0) = 1 d'apres la derniere remarque de 4.6. En 
utilisant ce que Ton a deja demontre, l'egalite de 4.10 se reduit a 

(2) 7 G '(^ +) <P-)rn(<p, 0; p', /) = e'(/)(E(p, p') - l)/2. 

Considerons d'abord le cas ou (V+, q' + ) = (V', q'), p' + = p' . Alors s' — et m(p, 0, p', 0) 
est le nombre de couples (a, a') G n G ((/?) x n G ' (<p') tels que m(a, a') = 1. D'apres le choix 
de p, c'est un entier strictement positif. L'egalite (2) entraine que ce nombre est egal a 1 
et que E(p,p f ) = —1. Soit (a, a') l'unique couple tel que m{a,a r ) = 1. Quitte a changer 
le parametrage de I1 G (tp'), on peut supposer que a' est parametre par e'. Revenons a 
un groupe endoscopique general de G' . Alors m(p, 0; p' , s') est egal a e'(s'). L'egalite (2) 
entraine 7 G '(y?' + , p'_) = —1. Cela acheve de prouver le (i) du lemme 4.8. On a utilise des 
donnees auxiliaires (V, q) et p. Dans la suite, on les oublie, mais on suppose le lemme 
4.8(i) verifie. 

Considerons maintenant un espace quadratique (V,q) et tp G $t emp (G). Supposons 
que (V, q) ne verifie pas l'hypothese (QD) de 1.7 et que n G (<^) est non vide. Si S(q) ^ 1, 
on deduit comme en 4.6 du parametrage de H—(p) fixe dans le paragraphe precedent 
un parametrage de H G (p) qui satisfait le (ii) du lemme 4.8. Supposons que 5(q) = 1, 
done que G n'est pas quasi-deploye. Dans ce cas, on peut decomposer (V, q) en somme 
orthogonale d'un espace (V, q') et d'une droite (D, qr>) possedant un element v tel que 
qo(v,v) = 2u . Les espaces (V,q) et (V, q') satisfont les hypotheses de 2.1 et G' n'est 
pas deploye. On demontre l'analogue de (1) : il existe p' G $ temp (G') tel qu'il existe 
(cr,a') G n G ((/9) x n G ' (tp 1 ) de sorte que m(a,a') = 1. On fixe un tel tp' et on applique 
les constructions de 4.10 a (V+,q' + ) = (V^,q') et tp' + = p' . D'apres le calcul ci-dessus de 
7 G '(V?',0), l'egalite de 4.10 devient 

-7 G (V? + , tp_)m(tp, s; p', 0) = e(s)(E(p, p') - l)/2. 
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Le meme raisonnement que ci-dessus montre que, quitte a modifier le parametrage de 
U G (ip), le (ii) du lemme 4.8 est verifie. 

On suppose desormais le lemme 4.8 verifie et on revient a la situation generate de 
4.10, en supposant G' non deploye. L'egalite de ce paragraphe se reduit a 

-m(<p, s; y', s') = e(s)e'(s')(E( V , <//) - l)/2. 

C'est la meme egalite que 4.11(1), a ceci pres que E(ip,if') est change en —E(<f,ip'). On 
acheve la preuve du theoreme comme dans ce paragraphe. 
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